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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

HARMONIK FONKSIYONLARIN TEMEL OZELLIKLERI ve
POLIHARMONIK FONKSIYONLAR

Ali GEVIK

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlist
Matematik Anabilim Dal

Damgman: Prof, Dr. Abdullah ALTIN

Bu yiiksek lisans tezi bes béliimden olugmaktadir.
Birinci bSkimde, 8n bilgiler ve baz1 temel kavramlar verilmistir.

Ikinci bolimde, Laplace denkleminin g¢8ziimleri olan harmonik fonksiyonlar
tammlanmgtir. Daha sonra degiskenlerine aywrma metodu kullamlarak bazi temel
harmonikler elde edilmis ve harmonik fonksiyonlarin, ¢emberlere ve kiirelere gore
inversiyonlar: incelenmistir. Laplace denklemi ile ilgili smir defer problemleri,
harmonik fonksiyonlar igin ortalama deger teoremi ve maksimum prensibi verilmistir.
Ayrica Fourier serileri kullanularak birim dairede Dirichlet probleminin ¢8ziimil elde
edilmig ve bu ¢dziim icin Poisson integral formiilii verilmistir.

Uglincli bdlimde, Green fonksiyonu yardumuyla Dirichlet probleminin ¢ziimil elde
edilmistir. Harmonik fonksiyonlarin ileri 6zellikleri, elektrostatik gorilutl metoduyla
Green fonksiyonun belirlenmesi, kompleks degiskenli analitik fonksiyonlar ile iki
boyutlu Laplace denkleminin iligkisi ve Neumann problemi incelenmistir.

Dé&rdtincdl bdlimde, poliharmonik denklem tantmlanmug, bu denklemin ¢8ziimleri olan
poliharmonik fonksiyonlarin ve A Laplace operatdriiniin bazi 8zellikleri {izerinde
durulmugtur. Ayrica poliharmonik bir fonksiyonu harmonik fonksiyonlar cinsinden
ifade eden Almansi agilim elde edilmigtir,

Tezin son bdlimilnde Genellestirilmis Eksensel Simetrik Potansiyel Teori (GASPT)
denklemi tanimlanmigtir. Bu denklem ile tammlanan L operatdriinin ve denklemi
saflayan genellestirilmiy eksensel simetrik potansiyel fonksiyonlarin bazi 8zellikleri
verilmigtir. Son olarak, poli eksensel simetrik potansiyel fonksiyonlar i¢in Almansi
acgihmu elde edilmigtir,

2004, 110 sayfa

ANAHTAR KELIMELER: Laplace denklemi, Harmonik fonksiyon, Poliharmonik
fonksiyon, GASPT denklemi, Almansi agilim:



ABSTRACT
Master Thesis

FUNDAMENTAL PROPERTIES of HARMONIC FUNCTIONS and
POLYHARMONIC FUNCTIONS

Ali CEVIK

Ankara University _
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Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Abdullah ALTIN

This master thesis consists of five chapters.

In the first chapter, introductory information and some fundamental concepts were
given.

In the second chapter, the harmonic functions, which are the solutions of Laplace’s
equation, were defined. Afterwards using separation of variables, some fundamental
hormonics were introduced and the inversion of harmonic functions with respect to
circles and spheres were examined. Boundary value problems associated with Laplace’s
equation, the mean value theorem and maximum principles for harmonic functions were
given. Furthermore, using Fourier series method the solution of Dirichlet problem for
the unit disc was obtained and Poisson integral formula for this solution was given.

In the third chapter, the solution of Dirichlet problem was obtained by using Green’s
function. Advanced properties of harmonic functions, determination of the Green's
function by the method of electrostatic images, the relation between analytic functions
of a complex variable and Laplace’s equation in two dimensions, Neumann problem
were examined.

In the fourth chapter, polyharmonic equation was defined, some properties of the
polyharmonic functions, which are the solutions of the polyharmonic equation, and A
Laplace operator were examined. Furthermore the Almansi expansion, which is the
expansion of a polyharmonic function in terms of harmonic functions, was obtained.

In the last chapter, Generalized Axially Symmetric Potential Theory (GASPT) equation
was defined. Some properties of the L operator, which is defined by GASPT equation,
and the GASPT functions, which are the solutions of this equation, were given. Finally
the Almansi expansion for the poly axially symmetric potential functions was obtained.
2004, 110 pages

Key Words: Laplace’s equation, Harmonic function, Polybarmonic function, GASPT
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1. GIRiS
1.1. On Bilgiler

Laplace denklemi, fizik ve miihendisligin pekcok alaninda ortaya giktifindan matema-
tikgilerin, mithendislerin ve bilim adamlarimn bityiik bir ilgi alam olmugtur. Potan-
siyel Teorinin temel denklemi olan Laplace denklemi ve bu denklemin ¢bziimleri olan
harmonik fonksiyonlar, Uygulamal ve Teorik Fizikteki kullamim alanlarimn yamnda,
Matematigin de hemen hemen her alamnda 6nemli bir yer tutmug ve ileri aragtir-
malarin temelini olugturmugtur. Laplace denklemi ve bu denklemin ¢Bziimleri olan
harmonik fonksiyonlarin &zelliklerinin iyi bilinmesi ileri aragtirma yapabilmek icin
oldukca Snemlidir.

1.2. Temel Kavramlar

Tamm 1.2.1. Q@ C R" de tammh » € C*(Q) fonksiyonunun z = (z3,...,2,) € Q
noktasmdaki gradienti,

a 7]
V= (—5;_—1 yous 5;::) { Nabla operatord ) (1.2.1)
operatdrt yardimiyla
Su du r,
gradu =Vu= (55; g eeey —é-z—;) =w= (wl, aeey w,,) (1.2.2)

olarak tanimlanan vektorel bir fonksiyondur.

Tamim 1.2.2.(Laplace Operatdrii): R™ de Laplace operattrii A ile gosterilir ve

i 9?
A= b?% + ..+ -a——-z?l (1.2.3)

geklinde tammlamr.



(1.2.1) ve (1.2.3) esitliklerinden
VV=V=A

yazilabilir.

Tamm 1.2.3. 2 C R* de tammh bir w= (wy, ...,w,) vektor fonksiyonunun diver-

gensi

Bun Bwn,
divw=V.0= -5;;—1- + .t 6_a:,. (124)
ile tammlanan skaler bir fonksiyondur.
(1.2.2) ve (1.2.4) esitliklerinden
div(gradu) = V.Vu = Viu = Au (1.2.5)

yezlabilecegi gorilmektedir.

Teorem 1.2.1.(Divergens Teoremi): 2 C R sinirh bir bolge ve 622 siurmda dig
birim normal vektdr 7 olsun. Bilegenleri © min iginde ve smun tizerinde ttirevienebilir
her ¥ vektorit igin

/ dw dv = / V.ndo (1.2.6)

dir. Burada, dv = dz;...dz, ifadesi Q da hacim elemenm, do ifadesi ise 8Q smr
ylizeyi izerinde ylizey alani elemamm ifade eder.

Tanm 1.2.4.(Green Ozdeglikleri): Q C R" suurh bir blge ve 7, 02 sumnda
dhg birim normal vektr olsun. u,w € C*(}) fonksiyonlan igin

/ O 1y = / (b + (V). (V) do (12.7)

geklinde tammlanan Birinci Green Ozdegligi ve

/ (vAw — wAu) dv = / (u%:- - w?—a:) do (1.2.8)
! )



seklinde tamimlanan fkinci Green Ozdegligi gegerlidir.
Tamm 1.2.5. R™ de § yancaph bir hiperkiirenin ytizey alam

/2

o) (1.2.9)

ile verilir. Burada I', Gamma fonksiyonu olup

[(n+1) =nl(n) =n(n—1)..(a - k)L(n—k) ve P(%) =Vr



2. LAPLACE DENKLEMI ve HARMONIK FONKSIYONLAR.

Bu biliimde, harmonik fonksiyonlar tanimlanmig ve bu fonksiyonlarm genig bir simfi
degigkenlerine aymrma, degisken defigtirme, cemberlere ve kfirelere gore inversiyonlar
ile elde edilmigtir. Laplace denklemi ile verilen baz1 smir deger problemleri tammlan-
mg ve fiziksel Srneklerle desteklenmigtir. Aynca harmonik fonksiyonlar icin ortalama,
degier teoremi ve maksimum prensibi ayrintih bir gekilde incelenmigtir. Birim daire
icin Dirichlet probleminin ¢tzlimil, Fourier serileri kullamlarak elde edilmis ve bu
¢Yzlim i¢in Poisson integral formiildl verilmistir.

2.1. Harmonik Fonksiyonlar

Tanim 2.1.1. @ CR" de

Pu %u

Laplace denklernini saglayan u € C? () fonksiyonuna Q da harmoniktir veya har-
monik fonksiyondur denir.

Bir fonksiyonun harmonik olmas i¢in sadece Laplace denklemini saflamas: yetmez.
Harmonik fonksiyon; Laplace denklemini saglayan, kendisi ve ikinci mertebeden kismi
tiirevleri stirekli olan fonksiyonlar olarak tammlamr.

U=02 + ... + 0Ty + 0o

geklindeki biitiin lineer fonksiyonlar ve

n
> oy =0

i,j=1
=

olmak {izere

n
U= Z Qi T4T;

ij=1

geklindeki ikinci dereceden homogen btiin polinomlar R® de harmoniktir.



Aslinda siirekli bile olmayan fakat Laplace denklemini saglayan yani ikinci mertebe-

& o?
07—;:, ey %'; kismi tiirevleri var ve bu kismi tiirevlerin toplam sifir olan fonksi-
1 n

yonlar vardwr. Orneffin; z = z + iy kompleks degigken olmak tizere R? de

den

_ ] ReeV# y (=) #(0,0)
) { 0 . @y =(0,0)

ile tammlanan u fonksiyonu Laplace denklemini saflar ve u fonksiyonu orijinde
stirekli degildir.

Teorem 2.1.1. u, @ C R"* de Laplace denkleminin siirekli bir ¢ztmil ise bu
durumda © fonksiyonu Q da analitiktir.

Teoreme gore, Laplace denkleminin ¢Bztimii olarak tammlanan ve C%(§2) de stirekli
olmas: bilylik bir fark gbstermeyen harmonik fonksiyonlar gercekten analitiktir. Teo-
remin ispat1 oldukca zordur fakat iddias: analitik katsayih her eliptik denklemin
¢oztimi icin gegerlidir. Eliptik denklemlerin ¢dzitmlerinin diizginlogi bu denklem-
lerin karakteristik ylizeylere sahip olmamasina baghidir.

2.2. Baz1 Temel Harmonik Fonksiyonlar. Degigkenlerine Ayirma Metodu

Bu kissmda harmonik fonksiyonlarn bir sumfi degigkenlerine ayirma metodu ile elde
edilecektir. Bu simf oldukga kiiglik olmasina rafmen, siiperpozisyon prensibini kul-
lanarak bu sifi fazlasiyla genigletmek mitmkiindtir. Eger, & C R"® de tanimh ve
harmonik fonksiyonlarmn bir simfina sahip isek, silperpozisyon prensibine gore bu
fonksiyonlarin her lineer kombinasyonu da €} da harmoniktir.

R3 de orijine yerlegtirilen birim ylikten kaynaklanan herhangi (z, y, z) # (0,0,0) nok-
tasindaki elektrostatik potansiyel ;1_- ile orantidir, Burada r, 7= (z,%,2) nin ori-
jine olan uzakhi olup r = |F| = (2® + 4%+ 2%)/? dir. Fizikten bilinmektedir ki;
ytiklerin dagilimindan kaynaklanan potansiyel, yitksilz uzayin her noktasinda Laplace
denklemini gergekler.

, r#0 (22.1)

3
]
e



fonksiyonu R® de orijin diginda harmoniktir. Orijine gore kiiresel simetrik olan
bu fonksiyon, orijin merkezli ve 7 yarigaph kiire Ozerindeki noktalarda sadece r
yaricapma bagh olup @ ve ¢ agisal degigkenlerine bagh degildir. r ye yaricapsal an-
laminda radyal degigken ad: verilmektedir.

ik olarak, sadece r radyal defigkenine bagh olan tiim harmonik fonksiyonlan bu-
lahm. Bunu yapmak icin, A Laplace operattriiniin R* de kiiresel koordinatlar (R? de
kutupsal koordinatlar) cinsinden ifadesine ihtiyag vardir. Laplace operatorli, R? de

19 ( du 1 8%
su= 10 (5) + 55 (222)
ve n>2 igin R" de
1 8 (., ,6u 1
Ay = o a—’l" ( 67) + ﬁA,.u (2.2.3)

seklinde olup burada A, ise sadece acisal defigkenlerle ilgili diferensiyel igeren ikinci
mertebeden bir diferensiyel operatérdir. n = 3 igin

1 u
= g5 (12455 * g e

geklindedir. n > 3 igin A, nin agik ifadesine ihtiyag yoktur.
Buradan sadece r ye bagh harmonik fonksiyonlar kolayca bulunabilir. R? deki u(r)

gosterimine sahip harmonik fonksiyonlar icin g; 0 oldugundan (2.2.2) den dolay1

19 ( ou
e ( 31') =0 (2.2.5)
denklemi saflanmalidir. Bu denklemi saglayan lineer bagimsiz iki ¢dz{im
1, khr (n=2) (2.2.6)

seklindedir. n > 2 icin R™ deki u(r) harmonik fonksiyonu (2.2.3) den dolay1

1 8 (. .0u
5 (r" 81') 0 2.27)



denklemini saglamahidir. Bu denklemin lineer bagimsiz iki ¢dztimil
1 1 228
s ;n_:i (n > 2) ( 2. )
dir.

(2:2.6) ve (2.2.8) deki ilk fonksiyonlar R nin timiinde tammh ve harmonikken, ikinci
fonksiyonlar R™ de orijin diginda tamimh ve harmoniktir. Inr nin R? de ve n > 2
igin 7~(*=? pin R" de orijin kutuplu harmonik fonksiyon oldugu soylenebilir.

Diger temel harmonik fonksiyonlar elde etmek igin defigkenlerine ayirma metodu
kullanilacaktir.

R? de
u(r,8) = R(r) 6(6) 2.29)

glsterimine sahip u(r, 8) harmonik fonksiyonlanm arayalim. Burada «(r,8) , r nin bir
R fonksiyonu ile # nmn bir © fonksiyonunun garpim olarak dugiiniilmiigttr. Sadece
reel degerli harmonik fonksiyonlar arandifinden R ve © fonksiyonlan reel degerli
olarak varsayilmgtir. u(r,6) = R(r) ©(f) mn kendisi ve tiirevieri kutupsal koordi-
patlardaki (2.2.2) Laplace operatériinde yerlerine yazilir ve sifira egitlenirse,

R'O+1RO+LRE" =0
r 7

elde edilir. Bu denklemi RLE ile carpar ve gerekli diizenlemeler yapihirsa
TRiE &

= 5 (2.2.10)

bulunur. Bu esitlifin sol yam sadece r nin fonksiyonu iken saf yam 6 mn bir
fonksiyonudur. Tek defigkenli bir fonksiyon, bir bagka defigkenin fonksiyonuna egit
oldufuna gore bu fonksiyon aym sabite egit olmahdir. Bu nedenle ¢z € R olmak tizere
(2.2.10) egitlig

R"+rR —p= 4

R ©



geklinde yazlabilir. Bu ifade
PR +rR' —uR =0 (2.2.11)

8" +u8=0 (2.2.12)

denklem ¢iftine denktir. Laplace denklemini seflayan u(r, §) = R(r) ©(4) formundaki
bir u(r,6) fonksiyonu i¢in, R ve © fonksiyonlan sirasiyla (2.2.11) ve (2.2.12) adi
diferensiyel denklemlerini saglamalidir.

(2.2.11), Euler denklemi olup

Inr 7 u=0

1,
R = 2.2.13
ulr) { WE VB p40 ( )

geklinde lineer bagimsiz iki ¢bzlime sahiptir. (2.2.12) denkleminin lineer bagmsiz iki
¢BzUmi ise
0,(0) = { ! » 6 i #=0 (2.2.14)
cos(yp9) , sin(ym) ; n#0
seklindedir. p negatif oldugu zaman (2.2.13) ve (2.2.14) deki fonksiyonlar kompleks
degerlidir. Bu fonksiyonlann reel ve imajiner kisimlan reel degerli lineer bagimsiz
¢Bzlim iftlerini tegkil ederler.

£ niin her degeri igin (2.2.13) ve (2.2.14) deki fonksiyonlarm segiminde
u,(r,0) = R,(r) ©,(0) (2.2.15)

ifadesi her Q C R2 de bir harmonik fonksiyon tammiamaz. Bu sadece (2.2.15);  da
iyl tamuml bir fonksiyona kargibk geldiginde dogrudur. Genellikle orijini gevreleyen
efiriler igeren bolgelerde harmonik fonksiyonlar aramir. R?, r < R ile verilen agik
diskler ve R, < r < R, ile gtsterilen agik cembersel halkalar boyle bblgelere 8rnek-
tirler. Eger Q bayle bir bolge ve I ise Q da orijini gevreleyen herhangi bir eri ise;
I' nin herhangi bir noktasindan baglayip I' tizerinde bir defa dontip baglanilan nok-
taya gelindiginde 0 agisal degiskeni 2 kadar defigir. Bu durumda (2.2.15) ifadesi



 da tek degerli bir fonksiyon tarumlar. O halde 6,(f) fonksiyonu 2 peryotludur
yani her # i¢in
©,(0 +27) =0,(9) (2.2.16)

dir. (2.2.14) ile verilen ©,,() fonksiyonlar

ViE=n n=0,1,...

i¢in (2.2.16) periyodiklik kogulunu saglar. g = 0 oldugunda ise sadece 1 fonksiyonu
bu kogulu saglar. Bu ytizden, 2 orijini gevreleyen egriler iceren bir bolge ise harmonik
fonksiyon tarumlarken (2.2.15) de

©,,(0) =cosnd , sinnf s n=12.. (2.2.17)

agisal fonksiyonlan kullamhr. Kargihk gelen radyal fonksiyonlar ise

R,.(r)={1 & (2.2.18)
1.7!

, ™ 5 n=12..

geklindedir. (2.2.15) den harmonik fonksiyonlarin bir simft

1, r"cosnd , rsinnd ; n=12,..
2 (1, ) ={ T eos R P R=hY (2.2.19)
T

, r™cosnfd , r"sinnd ; n=1,2,..

olarak bulunur. Eger ¢ R? orijini igermezse (2.2.19) daki ttim fonksiyonlar (2 da
harmoniktir. Eger § orijini igerirse sadece birinci satirdaki fonksiyonlar 2 da har-
moniktir.

Kabul edelim ki; @ C R?, orijini ¢evreleyen kapal egriler igermeyen bir bolge olsun.
Bu durumda, 4 ile uygun degerler arahfina kisitlanan

u(r,8) =6 (2.2.20)

fonksiyonu £ da harmonik bir fonksiyon tammlar. Omeffin Q, = > 0 saf yan



ditzlemiise —X <8< X

3 5 dir. u(r,0) =6 harmonik fonksiyonu kartezyen koordi-
natlarda
uzy) =arctan (2} ; 0<z<w , —w<y<oo (2.2.21)

geklindedir. Eger 2, y > 0 st yan dizlemiise 0 < § < arahihm alabiliriz.
Kartezyen koordinatlarda kargihk gelen harmonik fonksiyon ise

u(z,y)=%—a:ctan(§) ; —o<z<oo , 0<y<oo (2.2.22)
geklindedir.
R® de
u(r,6,6) = R(r) Y (6,9) (2.2.23)

gtsterimine sahip u(r,0, $) harmonik fonksiyonlarmm bulahm.
n =3 icin kilresel koordinatlardaki Laplace denklemi

1 &u
Agu= ¢a¢( ¢a¢) sin® § 96

olmak tizere

18 Bu 1
geklindedir. u(r,8,¢) = R(r)Y(8,4) ve titrevleri yukaridaki Laplace denkleminde
yazilirsa

-:; (PR)Y + %RA;;Y =0

CRY  AY_ o
"R Y T
r? Y
G S
bulunur. Buradan
(PR) —pR=0 (2.2.24)
AY +pY =0 (2.2.25)

10



denklem cifti elde edilir.

Qy ve Qg

al@a+1)—p=0

denkleminin kekleri olmak iizere, (2.2.24) denkleminin lineer bagims iki ¢tziimil
™ (2.2.26)

geklindedir. (2.2.25) denkleminin ¢dziim oldukga zordur. Kabul edelim ki; (6, ¢),
R3 de orijine yerlestirilmig 5(0,1) birim kilre ylizeyi tizerinde herhangi bir noktanm
koordinatlan olsun. (2.2.25) denkleminin titm gozttmlerini bulmak yerine C%(2) da
5(0,1) birim kilre ylizeyi ilzerinde tammb Y (6, ¢) ¢Bzimlerini bilmek yeterlidir. Bu
tip ¢bzlimler 6 ya gbre 27 peryotlu olmali ve kiirenin kutuplarinda (¢ =0 ve ¢ =7
noktalarinda) 8 dan bagimsiz olan limitlere yaklagmahdir. g,

po=n(mn+1l) ; n=0,1,..

degerlerinden birine egit oldugu zaman, (2.2.25) denkleminin bu kogullar saglayan
agikar olmayan ¢bztimleri vardu. Boyle p,, ler igin (2.2.25) in

Y®@6,¢) ;  k=12..2n+1, n=0,1,..

geklinde 2n + 1 tane lincer bagimsiz ¢bzlimit vardir { Courant-Hilbert 1953 ). Bu tip
gbzitmler birim kiire ytizeyi tizerinde elde edildiklerinden Laplace kiiresel harmonikleri
adim alir.

1= p, icin kargilik gelen radyal fonksiyonlar, (2.2.26) dan

geklindedir. Budurumda »(r,8,¢) = R(r) Y (6,¢) formundaki harmonik fonksiyon-
lar ise
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mY®0,¢) ; k=1,2,.,2n+1 ; n=0,1,..

. (2.2.27)
¥ 0,4) 3 k=1,2,..,2n+1 ; n=0,1,...

Un ke (Tv 0: ¢) = {

seklindedir. Eger O C R3 orijini icermezse (2.2.27) deki ttim fonksiyonlar Q2 da
harmoniktir. Aksi durumda sadece ilk satirdaki fonksiyonlar Q@ da harmoniktir.

2.3. Degigken Degigtirilmesi ile Yeni Harmonik Fonksiyonlar Elde Edilmesi
Cemberlere ve Kiirelere Gére inversiyonlar

Bu kisimda bilinen harmonik fonksiyonlardan degigken degigtirme ile yeni harmonik
fonksiyonlarin nasil elde edileceffi anlatilacaktr.

Tk olarak, R? deki harmonik fonksiyonlan dikkate alahm. Q ve &, R? de iki bslge
olsun. Kabul edelim ki; 2 dan ' ye

7= z'(a:, y) ’ y, = y’(z’ y) (231)

ile verilen bire bir egleme ve ' den Q ya

¢ =z(z,y), y=y(@y) (2:3.2)

bir ters egleme varolsun. Burada, 2’ = /(z,y) ve ¥/ = ¥/(z,y) fonksiyonlar1 C? ()
daikenz = z(a’,3’) ve y = y(z',9’) fonksiyonlan C? (§¥) dedir. u(z,y), Q da tammh
bir fonksiyon olsun. u(z’,y') iseQY de

u(@, ) = u(z(e,¥), (=) (23.3)

formult ile tammlansin. (2.3.1) ve (2.3.2) eglemesi, koordinat doniigtimit ya da
degfigken defiigtirme olarak diigtiniilebilir. Daha 6nce ikinci mertebeden bir kismi
tirevli denklemi, kanonik forma indirgemek icin koordinat doéniigiimti kullanilogts.
Eger u(z,y) eliptik bir denklemi sagglarsa, o takdirde herhangi bir noktamn komsgu-
lugunda #’, i yeni koordinatlan tamtilabilir, 8yle ki yeni koordinatlar cinsinden
(2.3.3) ile tamimlanan u(z’,3’) fonksiyonu, Laplasiyen igeren bir denklemi saglar.

12



Kabul edelim ki; u(z,y), Q da Laplace denkleminij saglasm. Bu durumda agafhdaki
temel donigtimlerden herhangi birini kullanarak elde edilen u(z’,y") fonksiyonu €'
de Laplace denklemini saglar.

i) Otelemeler (Translations):
{z0,¥%0), R? de sabit bir nokta olmak fizere

r=z+z , Y=y+p ;
z=2-z; , y=¢-wm
dir.

i) Ddnmeler (Rotations):
@ belirli bir ag1 olmak tizere

¥ =(cosa)z + (sina)y , ¥y =-—(sina)z+(cosa)y ;
z=(cosa)z’ — (sina)y’ , y=(sina)z’+ (cosa)y

dir.

i) Yansimalar (Reflections):
Yansima, R? de herhangi bir dogruya goredir. Orneffin;

z-cksenine gire yansima

d=z , yY=-y ; z=7 ,y=-y
y-cksenine gbre yansima

?=-z ,y=y ; z=-2 ,y=y

y = z dofirusuna g8re yansima

=y , y=z ; z=y , y=z’
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geklindedir. Herhangi bir dofruya gére yansima, bu yansimalardan biri ile bir 6teleme
ve bir dSnmenin kombinasyonu olarak elde edilir.

iv) Benzerlik ddniigtimleri (Similarity transformations):

A, sifirdan farkh reel bir sabit olmak tizere

=M , y=xy ; z:%z’ s Y=

Mol
Q\

geklindedir.

u(z,y), @ C R? de harmonik bir fonksiyon ise u(z,%') nin o agqlik bir dénme
altmda ' ¢ R? de harmonik oldugunu grelim.

2 aucosoz+ausmoz
8z Oz dy
2
g:,;i; gzzcos +26aaycosasma+g:usm2a
o = o sina 6yco:«x
et 62usi 2o — mna('osa+?-2—1£cos2a
i T 83.?/ oy’
olup
éz_u_.kﬂ—azu_l_&—o
0z? " By? 822 Oy
elde edilir.

Buradan gorilmektedir ki, harmonik bir fonksiyon bir dénme altinda harmoniklik
ozelligini korur. Diger temel doniiglimlerin de bir fonksiyonun harmoniklik tzelligini
korudugfu kolayca gésterilebilir. Bu déntgiimlerden herhangi biri kullamlarak, bilinen
bir harmonik fonksiyondan yeni bir harmonik fonksiyon elde etmek igin agagidaki yol
takip edilmelidir,

u(z,y), f C R? de harmonik bir fonksiyon olsun. 1lk olerak € bulunur.
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¥ ={y)e R? : (z(<',y),9(z,¥)) €0}

Sonra u(z,y) de z yerine z(«',%/), y yerine y(#’,y) yazmlarak u(z’,y’) bulunur. Son
olarak, ' =z, 3 =y alnarak yeni bir harmonik fonksiyon elde edilir.

Ornek 2.3.1. Orijin hari¢ ) C R? de harmonik olan
Inr =1n (s + 7))

fonksiyonundan
z=2-z9 , Y=Y~

Stelemesi ile elde edilen

In[(& 20 + &/ ~ 30|

fonksiyonu (z',%/) = (%o,%) noktas: dignda € C R? de harmoniktir. Uslerin
atilmasiyla; s
In [(z — z0)* + (¥ — )] 2 (23.4)

fonksiyonu, (%o, yo) noktasi harig R? de harmoniktir. (2.3.4) fonksiyonu, R? de (2o, %0)
kutuplu harmoniktir geklinde de stylenebilir. T= (z,9), o= (o, Yo) vektor gosterim-
Jeri kullanilirsa (2.3.4)

In |? -7 (2.3.5)

geklinde de yazlabilir. Diger yandan, -
gd=xx , ¥Y=My
benzerlik donfiglimil ile elde edilen
m [+ 0e2]? , A>0 (2.3.6)

fonksiyonu da R? de orijin kutuplu barmoniktir.
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Ornek 2.3.2. Donmeler igin kutupsal koordinatlar kullanmak daha uygundur.

1 , cosnf , r*sinnfd ; n=12,..
Inr , r™cosnd , r"sinnd ; n=12,..
harmonik fonksiyonlan o agilik bir dénme ile
1 , rcosn(f—0) , r™sinn(@—-a) ; n=12,.. 23.7)
Inr , r"cosn(@—a) , rrsinn(6-a) ; n=12,..

geklinde olur. Ik satirdaki fonksiyonlar R? de harmonikken, ikinci satirdakiler orijin
harig R? de harmoniktir.

R? de tamimladifimz temel dontigtimler, R® de ve daha yitksek boyuttan uzaylardaki
ile agikar olarak benzegir. Ornegin,

(Z+2+2)7

fonksiyonu R3 de orijin kutuplu harmoniktir. Oteleme ile elde edilen

(@ —20)* + (5 — 90)2 + (2 — 20)]

fonksiyonu, R? de (zp,%, %) kutuplu harmoniktir. 7= (z,3,2), 7o= (Zo,%0,20)
vektor gdsterimleri kullamlirsa, bu fonksiyon
— —|-1

T —Tg - (2.3.8)

geklinde yazilir ve R3 de 7 kutuplu harmoniktir denir.

Otelemeler digimdaki R deki diger temel dontigtimler

n
=Y ayzy ; i=1l,.,n (2.3.9)
3=

egitligiyle ya da
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X=AX (2.3.10)

matris gdsterimiyle verilebilir. Burada,

- - ~ -

zy Z"l

Inj Lzln

geklinde ve A = [a;;] , tersi A~! olan n x n tipinde singiller olmayan bir matristir.
O halde (2.3.10) den
X'=A"X (2.3.11)

yazilabilir. (2.3.10) un bir dénigimi olan (2.3.11), R de A matrisi ile verilen koor-
dinatlarm bir déndgiimiidr.

Burada gu soru akla gelebilir: Koordinatlerin hangi lineer dénfigtimleri bir fonksi-
yonun harmonikligini korur? Daha kesin olarak; 1, ..., Z, nin herhangi bir fonksiyo-

nu olan % (1, ..., Z,) harmonik ise koordinatlarm hangi lineer dsutigimd altinda u(x}, ...

fonksiyonu harmoniklik &zellifine sahiptir. Bu sorunun cevabi agagfidaki teoremde
verilmigtir.

Teorem 2.3.1. Koordinatlarn lineer bir dénligiimil ancak ve yalmz X pozitif bir
sabit ve B ortogonal bir matris olmak tizere

A=AB (2.3.12)
geklinde bir A matrisi ile verilmigse harmonikligi korur.

Belirtelim ki; B ortogonal bir matris ise

hid 1 i=3
E bubys, = ’ J
k=1

0, i#j

17
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dir. Ayrica ortogonal matrisler uzakh# koruyan dontigtimler tammlar. Bundan
dolay1 ortogonal matrisler, dsnmelerin ve yansimalarm bilegkesidir.  birim matris
olmak {izere (2.3.12) den

A= (AI)B

yazilabilir. AT, bir benzerlik déntigtimii tanimladifimdan Teorem 2.3.1 den, harmoniklig
koruyan lineer déniigfimler benzerlik dénitgiimleriyle donmelerin ve yansnnalarmn bilegi-
midir. ’

R? de gembere gre inversiyon olarak bilinen dnilgitmil gorelim. S (0,a), R? de
merkezi orijin ve yarigapt ¢ olan bir cember gtstersin. Eger

rr*=a2 , =0 (2.3.13)

ise kutupsal koordinatlardaki (r,8) ve (+*,8") noktalarma S(0,a) cemberine gbre
invers noktalar denir. Belirtelim ki S (0, a) gemberine gore invers olan bu iki nokta
ayn radyal fizerindedir.

(r,6) noktasim

2
=

==, =0 (2.3.14)

bagintisi ile (r*,6") noktasina egleyen doniigimil dikkate alahm. Ters egleme ise

2
r=2,6=6 (2.3.15)

e’
geklindedir. (2.3.14) eglemesi, R? de orijin harig biit(in (r, §) noktalarinda tanimlan-
mugtir. Bu egleme, S (0, a) gemberi tizerindeki noktalan sabit birekirken, S (0,a) cem-
berinin digindaki noktalan S (0, ¢) nm igindeki noktalara egler. Bylece S (0,a) mun
dig bilgesi olan £, S (0, @) nin i¢ boigesi olan * a eglenmigtir.

Q C R?, orijini 1qermeyen herhangi bir bdlge ve u (r,4) fonksiyonu bu bslgede har-
monik olsun. r yenne —, 0 yerine §* alarak u(r,8) dan elde edilen u(r*,0%)
fonksiyonu * da ha.rmomktlr
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R3 de bir kilreye gore inversiyon, benzer gekilde tanimlamr. S (0,a), R® de merkezi
orijin ve yarigapi ¢ olan bir kiire ylizeyini gstersin. Eger

rrt=ad? 0"=0, ¢"=¢ (2.3.16)

ise kilresel koordinatlardaki (r,8, ¢) ve (7*,6*,¢*) noktalarina S (0,2) ya gore in-

vers noktalar denir.

Q c R3, orijini igermeyen herhangi bir bolge ve u(r,8,¢) fonksiyonu bu bolgede
harmonik olsun. Ayrica, §2 bélgesinin (2.3.16) doniiglimi altindaki gériintiisit * olsun.
Q* da u* (r*,6%,¢") fonkstyonu

wt (.0, 0%) = %u (g,ﬂ’,tb’) (2.3.17)

formild ile tammlansm. Bu durumda u* fonksiyonu Q* da 7*,6%,¢" defigkenlerine
gore Laplace denklemini salar.

Inversiyonlarda vektor gosterimini kullanmak sik sik gereklidir. 7 ve 7, S(0,a)
kilresine gore invers olan iki noktanmn yer vektorit (R? de ya da R3® de) ise

Z-Lif-r, [+ @as

ve buradan s -
ae_ %r. _ ;T. - %2 s (2.3.19)

dir. Benzer gekilde, - e
;=%r=%r=%—" (2.3.20)

aZ .
u (;_-5 7 ) (2.3.21)

fonksiyonu, * da harmoniktir. Eger u(7), © C R?® de harmonik ise
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2
w () = % u (i— _7'") (2.3.22)
fonksiyonu, ©* da harmoniktir.
Ornek 2.3.3. R? de
m( - (2.3.23)

fonksiyonu 7=r, kutuplu harmoniktir. Bu fonksiyonun S (0,a) gemberine gore in-

versiyonu,

In|o -5 (2.3.24)
ya da yildizlar atildiktan sonra
az—. -
In|— a7 ~7=In- +ln|— T -—--ro

2
geklindedir. Elde edilen bu fonksiyon R? de, orijin ve 7= -:—2 7o kutuplu harmoniktir.
0
Fonksiyonun orijindeki kutbu, (2.3.23) fonksiyonunun oo daki kutbuna kargilik gelir.
Bu nedenle,

l.nI: 7 -5 (2.3.25)

fonksiyonu R? de 7= — ro kutuplu harmoniktir. (2.3.23) ve (2.3.25) in kutup-
lan S (0,) gemberine gbre inverstir. Eger, ry < a ise (2.3.25) fonksiyonunun kutbu
S (0,a) gemberinin dgindadir ve (2.3.25) fonksiyonu S (0,a) cemberi iginde har-
moniktir.

Ornek 2.3.4. R3 de
1

-~

T—To

(2.3.26)

fonksiyonu 7 =7y kutuplu harmoniktir. ‘Bu fonksiyonun, S (0, a) ya gore inversiyonu

a 1
™|a? ~. =
—1" 2 T —7




ya da yildizlar atilciktan sonra

1

—~
r —

- (2.3.27)
rol

|

geklindedir. Bu fonksiyon, R3 de 7= :—; 7o kutuplu harmoniktir. (2.3.26) ve (2.3.27)
nin kutuplan S(0,a) ya gore inverstir. Eger, rp < a ise (2.3.27) fonksiyonunun
kutbu S(0,6) nin digindadir. Bu nedenle (2.3.27) fonksiyonu S (0, ¢) iginde har-
moniktir.

AR
S

2.4. Laplace Denklemi ile lgili Str Deger Problemleri

Laplace denklemi birgok fiziksel olayda ortaya gikar. Eger u, homogen bir kittlede
sabit 151 dapihmim temsil ediyorsa; kiitle igindeki her noktada u, Laplace denklemini
saglamahdir. Laplace denkleminin ¢ok sayida ¢dztimil oldugundan, bu gergek u yu
belirlemek igin yeterli degildir. Kiitlenin simirinda 151 dagihm ya da smura 1s1 akagi gibi
ek bilgilere sahipsek; bu durumda %, stmr kogulu diye adlandirilan bir kogulu siirda
saflamalidir. Laplace denklemini kitle iginde saglayan ve kiltlenin smirinda bir smur
kogulunu gergekleyen fonksiyonu bulma problemine sinir dejer problemi denir. Bu
kisimda, Laplace denklemi ile ilgili i temel simr deger probleminden bahsedilecektir.

Dirichlet problemi ya da birinci sinir deger problemi

Q, R* desinmn 90 olan dizgin smurh bir bélge ve f fonksiyonu 9 da tammh
ve stirekli olsun. € da harmonik, 8Q da f ye esit ve § (Q+09) da tammh ve
stirekli olan bir u fonksiyonunu bulalim. Daha agik olarak, C? (2)NG?($}) da bulunan
ve

Au=0 , Q da (2.4.1)
u(z)=f(z) , z€dQ (24.2)
denklemlerini saglayan u fonksiyonunu bulabm. (2.4.2) egitligi problemin simir kogu-

lunu ve verilen f fonksiyonu ise sinr degerini gBsterir.
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Dirichlet probleminin bu taniminda, © ve 82 da konulan kogullar cok ketidir. Tleride
Q nm simrsiz, 9N mn kogelere sahip ve f smir defferinin stireksiz olabilecei prob-
lemler ele alnacaktir. Q, smurh bir bélgenin dis1 oldugunda, problem dig Dirichlet
problemi olarak adlandirihr,

Fiziksel bir drnegi dikkate alahm: u, homogen bir kittlenin igi olan Q da sabit 151
dafahmim ve f isekiitle ylizeyi izerindeki 11 dagilimim tanunlasin. Bu durumda,
u fonksiyonunu bulmak icin (2.4.1) ve (2.4.2) ile verilen Dirichlet problemini ¢8ze-
lim.

Ornek 2.4.1. Q C R” smurh bir blge ve ¢ verilen bir sabit olmak tizere

Au=0 , Q da
u{zr)=c , z€N

geklindeki Dirichlet probleminde f(z) = ¢ olup = (z) = ¢ sabit fonksiyonunun bir

¢tzlim oldugu agikga gériilmektedir. fleride bu ¢tziimitn, Dirichlet probleminin tek
¢ozlimil oldufu goritlecektir.

Yukanda bahsettifimiz fiziksel rnefimiz agsindan buldugumuz ¢iztimin anlamm “Eger
sonlu bir kiitlenin ylizeyi sabit bir ¢ sicakhinda tutulursa, kittle igindeki her noktada-
ki sicaklik ¢ ye egittir” geklindedir.

Ornek 2.4.2. Q, R? deki 2% + ¢® < 1 birim daire olsun. Bu durumda

Au=0 , §t da
u(1,0) =cosd , 0<0<2r

Dirichlet problemini ¢bzelim. (Smir kogullannda kutupsal koordinatlan kullanmak
daba uygundur).

wz,y)=2

ya da kutupsal koordinatlarda
u(r,0) =rcosf
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fonksiyonu bu problemin bir ¢Sziimiidiir. Bu ¢bzlmiin tek ¢dziim oldugu ileride
gorillecektir.

Neumann problemi ya da ikinci simir deger problemi

Q, R* desmm 89 olan ditzgin siurh bir bolge; n=7 (z) , = € 0 noktasindaki

dis birim normal vektor ve f fonksiyonu JQ tizerinde tammlt ve siirekli olsun. Q
da tammbh ve stirekli, Q da harmonik ve J tizerindeki dig normal tiirevi f olan u
fonksiyonunu bulalim. Bu problem agagidaki gekilde de verilebilir.

Au=0 , Q da (2.4.3)

Bu ()
on

denklemlerini saglayan « fonksiyonunu bulalim.

=f (z) , T€EIN (2.4.4)

Neumann problemi ile verilen fiziksel bir rnek, izotrop homogen bir kittlenin yiizeyine
151 alaginin kurali biliniyorsa, kittledeki sabit 1s1 degihmimin bulunmasidir. Eger kiitle
ylizeyi izole edilmig ise (2.4.4) Neumann siir kogulundaki f fonksiyonu sifirdwr.

Ornek 2.4.3. Q C R" smxh bir balge olmak lizere,

Au=0 , Q da
Ou(z) _
n =0, z€8Q

Neumann probleminin ¢tztimti, ¢ herhangi bir sabit olmak tizere u(z) = ¢ fonksiyonu-
dur. Dolaysiyla bu problem, sonsuz sayida ¢bzttmlere sahiptir.

Fiziksel 6rnegimiz agisindan ¢dziimiin anlam: “Yiizeyi izole edilmig bir kittle icindeki
191 dagnhmm sabittir, bu sabit kittlede bulunan 1stmn biyitklagtine baghdir ve kiitlenin
bir tek noktasindaki sicaklih bilmek bu sabiti belirlemek igin yeterlidir” geklindedir.



Karigik problem ya da figlincil simir deger problemi

Q, R" desmn 6Q olan dizglin smirh bir bolge; n=n (z) , = € 0 noktasindaki
dig birim normal vektér ve , 8, f ise O lizerinde taumh ve siirekli fonksiyonlar
olsun. Kangik problem,

Au=0 , O da (2.4.5)
du(z)
on
kogullarm saZlayan (2 da tanimh ve siirekli # fonksiyonunu bulms. problemidir.

a(z) +B@)u(x)=f(2) , z€dQ (24.6)

Bu lasimun {ig temel amaa gunlardur:

1. Bir smur degier problemi hangi kogullar altinda. iyi kurulmugtur. Iyi kurulmug olma;
problemin, simr degerlerine stirekli bafimh bir tek ¢ozliime sahip olmas anlamindadir.

2.1yi kurulmug bir problemin ¢8zttmil igin metodlar tanmmlamak.
3. CoziimUn genel zelliklerini belirlemek.

Makul gibi goriinen her problem iyi kurulmug olmayabilir. Orneffin (2.4.3) ve (2.44)
ile verilen Neumann problemi, f fonksiyonunun 9 tizerinde integrali sifira egit ol-

_madikca hig bir ¢bziime sahip deffildir. Bu gerekli durum bir ¢Bztimiin varh# igin
sagflandiinda, Ornek 2.4.3. ile verilen problem sonsuz sayida ¢tziime sahip olabilir.
Coztimiin siurh olma kogulu kabul edilmedikge, iki baginsiz degigkenli dig Dirichlet
problemi sonsuz sayida ¢dzilme sahiptir. Problem iyi kurulmug ise ¢ozlimiinit bul-
maya caligabiliriz. Problemin &zellikle basit oldufu zaman harig, ¢zlimd icin basit
bir formtll bulunmas: beklenemez. Yine de, bir bilgisayar yardimiyla ¢tiztime daima
niimerik yaklagimlar bulunabilir.

Leplace denklemi ile ilgili simir deffer problemlerinde, Laplace operattriiniin lineerlii
Snemli rol oynar. Kabul edelim ki; ;,

Au=0 , Q da ; u=f; , 62 tzerinde



Dirichlet probleminin ¢8zimil ve uo ise

Au=0 , Qda ; u=f, , 6Q lzerinde

Dirichlet probleminin bir ¢dziimil olsun. Bu durumda; ¢; ve cp herhangi iki sabit
olmak ilzere, u = ¢;u; + ¢, 1, lineer kombinasyonu

Au=0 , Q da ; u=cfi+ecfo , 0Q lzerinde

Dirichlet probleminin bir ¢oztimudir. Ozel olarak; u; ve uy ,(2.4.1) ve(2.4.2) ile
verilen aym Dirichlet probleminin ¢dziimleri ise u = u;—~ w4y fonksiyonu

Au=0 , Q da ; u=0 , 8Q fizerinde (24.7)

Dirichlet probleminin ¢sztiimildiir. Bu nedenle, (2.4.1) ve (2.4.2) ile verilen Dirich-
let probleminin ¢Bziminiin tekligini ispatlamak icin (2.4.7) nin tek ¢dziml olan
fonksiyonun sifira. 8zdeg oldugunu gostermek yeterlidir.

2.5. Harmonik Fonksiyonlar icin Ortalama Deger Teoremi ve Maksimum

Prensibi

Bu.kxsmlda, R™ nin siurh bir bélgesinde tanimh bir fonksiyonun herhangi bir nok-
tadaki degerini veren teorem ispatlanacaktir. Daha sonra, bu teorem harmonik
fonksiyonlarm ortalama deger dzelliine sahip oldufunu gstermek igin kullamla-
caktr.

Teorem 2.5.1.(n = 3 igin): Qo C R? suurh bir bolge ve 7, 80 smnnda dig
birim normal vektor olsun. u € C?({)olmak tizere u nun herhangi bir To€
noktasindaki degeri

TRV S S BN S PP B " ()
u(ro)-4“8[h[?_?al o u(r)anl?_ro]da 7, dv
(25.1)
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ispat : Teoremin ispat: ikinci Green 8zdesliginin bir uygulamasidir. C%( ) daki her-
hangi u ve w fonksiyonlan icin

/ (u\‘72w - wV) dv = / (u%%:- - w%::) do (2.5.2)
Qo o0

seklindeki ikinci Green 6zdeslifi gegerlidir. O halde teoremin ifadesindekiu fonksiyom
nu ve 7o kutuplu

w(7) = '}—;.—1",7?" (2.5.3)
~To

harmonik fonksiyonunu (2.5.2) egitligine uygulayalim. w, 7o da bir singtlerlige sahip
ve To€  oldugunden; Qo dan B (7o,€) C 2 olacak gekildeki rymerkeali ve
& yaricaph B (7'o,¢) kitrenin gikaritmasiyla elde edilen €, bolgesini dikkate alahm.

Sekil 2.5.1.

Bu durumda,
0 = Q- B (70,6) (2.5.4)

dir. u,w € C*{))oldufundan (2.5.2) uygulansbilirdir. w, €, da harmonik
oldugundan V?w = 0 dir. §(7o,€), Tomerkezli ve & yaricaph kitre ylizeyi olmak
tizere 80 = 8 |JS(To,¢) geklindedir. O halde (2.5.2) egitliginden, yeterince
kiigitk her € > 0 igin



1 ou(r)
- = - do
/l To dv / |:u 7-._7-0 ?_?0‘ on
Mo

Qo
1 1 8u(r)
+ / |:(r)an|r_ro - ?—?D Bn :|d0’

S(F o)
(2.5.5)
yazilabilir. € — 0 igin limite gegilirse;
/ V2u(T) o
l’l' - 7'0
integrali yakinsak oldugundan,
2 2 =
fim |- [ “(") | == / Y“(:) dv (2.5.6)
=0 |'r - To ad Ir — T
= - 1 o 1 1
dar. S(TO,E) Meﬁndehrnoktahnigm—_.—lT=— ve %_’ = =—2
T —Te € ‘r - o| £
oldugundan
1
/ O S au(r) o / [_u( - _Bu(r)]
=~ an IT —_ 7'0 r — To
S(ros) S(Fo.)
= 1 - 1 -, — _ _1_81;(?)
- [ [aeo]e [ {— [+ - 0] - 25 }d"
8(Foe) S(Fo)
- 1 —, — 16u(7
= 4mu(ro) + / {? [u('r) - u(ro)] _— B(n )}do (2.5.7)
S(Fo)

geklindedir. Ayrica
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1 o o9 18u(7) 1 o
i {52 [u®) - u(Fa) - 255 }da <5 [ [P -uFo)d
8(T o) 8(Tok)
1 du(T)
+E / ,————an do
S(Fos)
< 4r_max u(?)-u(?o)l
reS(ro.e)

+4ne max !grad u(?)l
refo

dir. u, Q da siirekli oldugundan esitsizlifin sagindaki ilk terimin £ — 0 igin limiti
0 dr. O da lg'ad u(?)l nun maksimumu sonlu oldufundan egitsizligin sagmdaki
ikinci terimin de € — 0 icin limiti 0 dir. O halde

brg _/ {: [u(r)—u(ro)] (T)} I
8(Tok)
dir. Buradan da
5 / { [w® ()] - laua(rz')}da =0
|5(¥o.)
olup bu sonug (2.5.7) de e — 0 i¢in kullantlrsa,
‘ L G PR
EE% 5("/ ) [u(r)anlr - T B - rol n ] do § =4mu(re)  (2.5.8)

elde edilir. Sonug olarak; (2.5.5) dee — 0 igin limite gecildiginde (2.5.6) ve (2.5.8) den

yararlanarak

w(Fo) = 41”0% [I_—"—‘l—:l%("ﬁ-u(?)%r ]d,,__/ V’u(r)

bulunur., Boylece teorem ispatlanmig olur.
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Teorem 2.5.2. (n = 2 igin) : Q, R? de siurh bir bolge; 7, 8% sturmda dig
birim normal vektsr ve u, C2( () de herhangi bir fonksiyon olsun. # nun herhangi
bir 7o€ Qy noktasindaki degeri

T—"Ty

u(Fo) = %/[m r_lroi"";;” G
8

/ V2u(7) In ———— dzdy (2.5.9)

T—-To

ile verilir. Burada ds, 8% tzerindeki uzunluk elemamdir.
Teoremin ispati, Teorem 2.5.1. in ispatina benzer gekilde yapilir.

n>3 igin teoremin gdsterimi; R* deki 7o kutuplu

-
1
w(r) = T
r—"Tg

harmonik fonksiyonunu kullanarak, n = 2 ve n = 3 icin yapilan yontemle
To€ O daki u(7y) degeri

- y L / 1 our) 8 1
u(ry) = —_— et () ———————— | do
( 0) (n 2)27|_2 ?_?on—z &n ( )6""1-_?0” 2
Vu(r
/ _E ,)'_2d (2.5.10)
l'r - To
geklinde elde edilir.

Tamm 2.5.1. @ CR" de tammb bir « fonksiyonunun herhangi bir 7€ 2 noktasin-
daki degeri, ™o merkezli ve § yanicaph S(7'o, ) kiire yiizeyi izerinde aldif degferlerin
ortalamasina esitse; u(7) fonksiyonu Q da ortalama deffer ozelliffine sahiptir denir.
Burada S(7,5) ve onun ig balgesi olan B(7,6), Q igindedir.

Bu deger, B (7y,6) C Q olmak tizere her § > 0 igin



W(Fo) = / w(F)do (25.11)
|sGad)| 4,

dw. (2.5.11) de IS(?D,G)], 8(5,6) kitresinin ylzey alamm gosterir. Dolaysiyla,

n=2 igin IS(?O,a)l =26 vo n=3 igin ]3(?0,5)] = 4n6® dir.

Teorem 2.5.3.(Ortalama Defer Teoremi): {2 CR" de harmonik bir u fonksiyonu
Q da ortalama defer tzellifine sahiptir.

Ispat: n = 3 icin teoremin ispatm: verelim, Teorem 2.5.1. in ifadesindeki 0
bolgesini B(¥o,6) olarak alabm. B (¥,8) C © ve u fonksiyonu © da harmonik
oldugundan u € C?( ) dir. O balde (2.5.1) den

u(‘r’o)=7117r / [ o -U(?)-g—n—;—l—_,— do (2.5.12)

g 7" -— ?o on T -7
S(*0.0)

yazlabilir.7, S(7,6) kiire ylizeyi izerindeki noktalar igin yer vektoril olmak tizere

Ny O am
oA

2| =

To

dir. Buradan, §(y,8) izerinde dis normal dogrultudur. Bu nedenle (2.5.12) egithi-
ginden

u(Fo) = o / u(F)do + s / A7) 4o (25.13)
8(T0,8) 8(Fo,6)

yazilir. Divergens teoreminden dolay:
/ %M: f Vu. 7 do = / Viudy =0
5(¥o.8) $(Fof) B(70,8)

oldugundan (2.5.13) esitligi

W)= [ uPdo

4n6®
(7o)



gekline doniigiir. Bu sonug, » =3 igin (2.5.11) egitligi ile uyumludur.

Harmonik fonksiyonlarin ortalama deger zelligi, maksimum prensibi olarak bilinen

cok 6nemli bir sonucu verir.

Teorem 2.5.4.(Maksimum Prensibi): Q C R" smurh bir bblge olmak fizere u
fonksiyonu ) da tammb ve sitrekli, 2 da ise harmonik olsun. Eger u, { da sabit bir
fonksiyon deffilse maksimum ve minumum degerlerini mutlaka 8Q siirinda alir,

Ispat: Analizden bilinmektedir ki; % sinirh ve kapal bir ) bolgesinde sitrekli ise
maksimum ve minumum degerlerini §} m noktalarinda alr.

Tik olarak maksimum deger igin inceleme yapahm.

z = (Zy, ..., T,) Olmak lizere, max u(z) = M olsun. u harmonik fonksiyommun M
degerini, Q da bir 2° = (z9,.. ,a:n) noktasmda aldiim kabul edelim. Bu durumda
P e igin (%) = M dir. § <5 olmak tizere, harmonik fonksiyonlar igin orta-
lama deger ozelliginden » nun S (z°,6) kitresi Uzerinde aldi degerlerin ortalamas:
u{z%) = M olmahdur.

Sekil 2.5.2.

Aymnea u, Q da strekli bir fonksiyon ve « (2°) = M oldufundan, » nun S (z°, §) ktire
ylizeyi tizerindeki defferleri M den biiyik olamaz yani M = u(z°) a egit veya
M = u(z%) dan kiigliktiir. O halde kabulden ve ortalama defer teoreminden
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(@) = 2n / u (%) do (25.14)
S§(z°,6)

u(z®) = :1—1’5—2 / u(z)do (2.5.15)
™ sz

esitlikleri yazlabilir. (2.5.14) den (2.5.15) ckarilirsa

u(@®) —u(z?) = :1_16—2 / u z")da-—z-%z- / u(z) do
8 S(z0,6) ™ s
= 41r62 / (z°) —u(z)] do
5(0,6)
1
5(z0,6)

elde edilir. M — u(z) fonksiyonu stireklidir ve S (z% 6) tizerindeki ber noktada
M — u(z) > 0 dir. Dolayisiyla, integral sonucunun sifir olmes: igin u« fonksiyonu,
S (2°,6) tizerindeki her noktada M defferini almaldir. Bu sonug ise, 0 ile § arasm-
daki her 6 icin dogru oldugundan B (z°,8) yuvarinda her z icin « (z) = M dir.

%,  da herhangi bir nokta olmak iizere u(y) = M oldugunu gosterelim.  kapal
oldugundan z° ile y noktalarm birlegtiren ve tamamen bu bolgede bulunan gok-
gensel bir C yolu vardir.

Bu durumda,

i)B(z,6) cQ ; i=0,1,...m

i) '€ B(z*1,6i) ; i=1,...,m

zelliklerini sagflayan, C tizerinde bulunan ve B(z*, §;) yuvarlarmm merkezi olabilecek

noktalarmin sonlu bir says1 bulunabilir.
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Sekil 2.5.3.

O halde;

Her z € B(a®,60) icin u(z) = M vez! € B(z°,6o) oldugundan u(z?) = M dir.
Her z € B(z',6;) igin u(z) = M ve 2? € B(z',6,) oldugundan u(z?) = M dir.
Bu gekilde devam edilirse, sonlu sayida basamak iglemden sonra

Her ¢ € B(z™1,6p,1) icin u(z) = M vez™ € B(z™?,6m-1) oldugundan

u(z™) = u(y) = M sonucuna varibr. y, Q da herhangi bir nokta oldufundan her
z€Q igin u(z) = M dir. Streklilikten dolay: her z €Q igin u(z) = M dir. Dolay-
siyla u, ) da sabit M deferine esittir.

Minumum deger igin de benzer gekilde inceleme yapilarak, » harmonik fonksiyo-
nunun €} da sabit bir degfere egit olmasi gerektigi kolayhikla goriliir.

Buradan su sonug ¢ikanlabilir: Harmonik u fonksiyonu, sabit bir fonksiyon ol-
madika maksimum ve minumum degerlerini 2 bolgesi iginde alamaz. Sl ve
kapal bir ) bolgesinde siirekli 4 fonksiyonu, maksimum ve minumum degerlerini
£} 1n noktalarinda aldifindan verilen 4  harmonik fonksiyonn bu defferlerini mutlaka
O tizerinde alir.



2.6. Dirichlet Probleminin Iyi Kurulmas:

Q c R", smun 92 olan diizgiin smirk bir bolge ve f fonksiyonu Q2 da tamml ve
stirekli olsun.

Au=0 , Q da (2.6.1)
u=f ; 6Q Uzerinde (26.2)

denklemlerini sagflayan u € C2 ()N C*((}) fonksiyonunun bulunmas: Dirichlet prob-
lemi olarak tammlanmigt:.

Bu problemin iyi kurulmug oldugunu ispat etmek icin,

1) Bir ¢dztm vardir

#) Cztim tekdir

444) Cztim stirekli olarak f sinir deferine baghdir

gartlarmin saglandifini gostermek gerekir.

Cozimin tekligi ve siur degerlerine stirekli bagimhihh maksimum prensibinden hemen
anlagilir.

Teorem 2.6.1. (2.6.1) ve (2.6.2) ile tanimlanan Dirichlet problemi en fazla bir
¢bzlime sahiptir.

Ispat: Problemin herhangi iki ¢ziimiinfin aym olmas gerektigini gtstermek yeter-
lidir. Kabul edelim ki; »;ve u, herhangi iki ¢fz(im ve bunlerm farla %= u;-u, olsun.
Bu durumda @; © da harmonik, §) da stirekli ve 3 fizerinde “ 0 ” dir. Maksimum
prensibinden, %4 maksimum ve minumum degerlerini 82 Uizerinde alir. Bu nedenle
4= 0 dir. Buradan, €} da v, = uy sonucu gikar.

Teorem 2.6.2. f; ve f,, O tizerinde tammh ve stirekli iki fonksiyon olsun. u,(2.6.1)
ve (2.6.2) ile verilen Dirichlet probleminin f = f; igin ¢tztimft olsun. Aym sekilde u,
de (2.6.1) ve (2.6.2) ile verilen Dirichlet probleminin f = f;, igin ¢Bzlimd olsun.€ > 0
igin
|fi(z)~ fa(z)]<e , z€ 092 igin (2.6.3)
ise bu takdirde,
Jui(z) —up(z) <& , z€f igin (2.6.4)
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dir.
ispat: 4, — uy =G olsun. Bu durumda @, Q da harmonik ve  da stireklidir.
(2.6.3) den

le(z)]<e , z€ 8Q igin

ve maksimum prensibinden
la (z)) <e , z€Q icin
dir. Buradan (2.6.4) elde edilir.

Dirichlet probleminin ¢8ziimiiniin varhg sorusu oldukga zordur. Cevabi ise Q bolgesi-
nin geometrisine baghdir. § bélgesinde bir ¢8ziimin varhm garanti eden kogullar
belirtmeden 6nce, H. Lebesgue’in tzel bir bblgede ¢bziime sahip olmayan bir Dirich-
let problem drnefini kisaca inceleyelim. Bu 8rnek, hangi durumda ¢ziimiin varol-
madiim gostermektedir.

IR? de ylizeyi defigtirilebilir bir kiireyi dikkate alahm. Yiizey tizerindeki bir noktadan
sivri uglu bir gubukla itelim. Sivri uglu gubugun,

e Ve 2>0
y=
0 , =0

efrisi yoriingesinde z-ekseni etrafinda dondiirtilmesiyle elde edilen konik cismin gikenl-
masiyla bulunan cismi dikkate alahm.




Degistirilmig kilrenin i¢ bolgesi Q olsun. Q da bulunan homogen izotropik bir kiit-
ledeki 151 davramgim inceleyelim. 81} tizerinde 11 dagithmu stirekli bir f fonksiyonu ile
verilsin. f fonksiyonu ug noktada (8 tizerinde) sifira egit, ug nokta diginda (§2 da)
ise pozitif bityttk bir Tp sicakhiina egit olsun. Boylece Q@ igindeki noktalarda, u(z)
durgun hal sicakhh Tj a yakan olmahdir. Fakat z sumra yaklagtikga ug noktada
u(z) in sifira yaklasmas) imkansizdir. Ug nokta 1s1y1, sifin gevreleyen noktalarda
tutabilecek kadar yeterli alana sahip deffildir. Dirichlet probleminin ¢oziimil, Q nin
kapanis ) da stirekli olamayacafindan ¢tzim mevcut degildir. (Sekil 2.6.1.).

Asahda verilecek olan kogul Dirichlet probleminin bir ¢tziiminiin varhfim garanti
edecektir.

y=2z* ; z>0 , k21
effrisinin z-ekseni etrafinda déndirillmesiyle elde edilen konik tipi yiizeyi dikkate

alalim. Keskin sinich yiizeylerin hacimlerik ile artar. Bu hacimler, sondalar olarak
adlandmbr. R? de Q bolgelerinin bir smufi agagidaki kogulu saglayacaktr.

Kogul P. Her z € 89 noktasina sondanmn ug noktasmm degdigi baz: sondalarla
dokunulabilir tyle ki sondann ucundan uzakh# belli bir pozitif p sayisindan bityitk
olmayacak gekilde sondadaki ttim noktalar €} digmda kalsin. (Sekil 2.6.2.).

Sekil 2.6.2.



Teorem 2.6.3.(n = 3 igin Varlik Teoremi): Eger Q C R3, P-kogulunu saflayan
smirh bir bolge ise Dirichlet problemi daima bir ¢iziime sahiptir.

Varlik teoremi, » > 3 i¢in R™ deki bblgelere genigletilebilir. » = 2 i¢in P-kogulundaki
sondalar diiz pargalarla birlegtirilebilir.

2.7. Birim Dairede Dirichlet Problemin C8ziimii. Fourier Serileri ve
Poisson Integrali

Bu kisimda, birim dairede Dirichlet problemi gdziilecektir. Problem igin kutupsal
koordinatlar kullanmak daha uygundur. Birim daire

Q=B(0,1)={(r0)eR®: 0<r<l, r<6<n}
seklinde tamimlanir. Dirichlet problemi; f € C°(69) olmak iizere
Au(r,8)=0 , 0<r<1, w<8<7w (2.7.1)

u(,0)=F(8) , —w<8<7 (2.7.2)

denklemlerini saglayan ve u € C2 () N C°() olan bir u(r,) fonksiyonunun bu-
lunmas: olarak tammlanmigti. Kisim 2.3. de degigkenlerine ayirma metodu ile elde
edilen

rcosnd , r"sinnd ; n=01,.. (2.7.3)

harmonik fonksiyonlarinin lineer kombinasyonu kullamlarak (2.7.1) ve (2.7.2) ile tamum-
lanan problemin ¢tziimt elde edilecektir. (2.7.3) deki her fonksiyon R? de harmonik-
tir. Ouzel olarak herbiri (2.7.1) i saglar.

u(r,0)=—;£+§:r”(A,.cosn0+B,.sinn0) (2.7.4)

n=1

geklinde bir seri ile ifade edilebilen ¢bz{imit kabul ederek Dirichlet probleminin ¢dziimiinit
arayalim (% terimindeki % carpami ileride kolaylik saglamak i¢indir). Bu durumda
n = 0,1,... icin A, ve B, katsayllanm belirleyelim. (2.7.4) deki seri yakinsak olup
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C*Q) N C*(S) de olan, (2.7.1) ve (2.7.2) denklemlerini saglayan bir u(r,6) fonksi-

yonu tanimlar.

Eger, n = 0,1,... i¢in (2.7.4) deki A, ve B, katsayilar1 smirh ise veya bagka bir

deyigle
Aol €M |, [BolSM 5 n=01,..

(2.7.5)

olacak gekilde bir M > 0 sabiti varsa (2.7.4) serisi  da harmonik bir fonksiyo-
na yakmsar. Katsayilarn degferleri (2.7.2) stur kogulundan belirlenir. (2.7.4) in

(2.7.2) yi saflama kogulundan

f(€)=%+i(A,.cosn9+B,,sinn0) ,—r<8<Lw
n=1

dir. 1k olarak f(6) nn

N
f(9)=%°—+2(a,.oosn0+bnsinnﬂ)

n=1
trigonometrik polinom geklini alaltm. Bu durumda, (2.7.4) deki katsayilar
A,=e, , By=b, ; n=0,1,.,N ign ,

Ay=B,=0 ; n=N+1,N+2,.. ign

olarak secilmelidir. (2.7.1) ve(2.7.2) nin giztimit

N
u(r,0) = % +Er" (@n cosnd + b, sinnf)

n=1
dir. Efer,
F(6) =—~1+2cosf + 5sin34

ise (2.7.1) ve(2.7.2) nin gztimit

u(r,8) = —1+ 2rcosd + 5rsin 39

(2.7.6)



£ (8) mn keyfi olarak verildigi genel durumlarda, n = 0,1, ... igin cosnd, sin nd trigo-
nometrik fonksiyonlarinin bir serisi olan f (8) y1 ifade etmeliyiz.
Ozel olarak, n = 0,1, ... icin a, veb, katsayilarim 8yle bulmahyiz ki

0|8

Ll
+ Z (an cos nf + by, sin nd) (2.7.7)
n==1
trigonometrik serisi —7 < 8 < 7 igin f(f) ya yakmsasin. Buradan
O % + (ancosn + by sinnf) (2.7.8)

n=1

yazilabilir. Eger f (6) kesin kogullar saglarsa (2.7.8) gosterimi mimkiindilr. Kabul
edelim ki f(#), (2.7.8) formunda ifade edilebilsin. Bu durumda (2.7.4) deki kat-

sayilarm

A =ay » Ba=bs ; n=01,.., ig‘iﬂ
olarak secilmesi gerektigi agiktir.
u(r,8) = % + 3" (an cosnf + b, sinns) (2.7.9)
n=1

ise (2.7.1) ve(2.7.2) ile tammlanan Dirichlet probleminin gozitmil olacaktur.

Trigonometrik bir seri yardimyla verilen bir fonksiyonu ¢tzim kabul eden problem
uzun bir tarihe sahiptir. {lk olarak Daniel Bernoulli (1700-1782), dalga denkleminin
cbziimlerini bulmaya calgirken dikkate almmgtir. 1824 de Fourier, (2.7.8) gtsterimi-
nin kesin kogullar1 saglayan f fonksiyonlar: i¢in gecerli oldugunu ispatlamugtir. Bu
nedenle (2.7.7) trigonometrik serisi, Fourier serisi olarak bilinir.

f € C°(69) kebultintin anlam, f nin sadece{—m,n] arahifinda stirekli olmas: ol-
may1p ayn1 zamanda f (7) = f(—=) olmasidir,

MN={rdeckR: r=1, r<0<7}"

birim dairenin simndr. Eger, f(7) # f(—=) ise f, Q2 mn (1,F) noktasmda
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sicramah bir sitreksizlige sahip olacaktir. Bu ise, f nin J{2 tizerinde silrekli olma
varsayunimn tersidir.

Kabul edelim ki; f nin f’ tirevi [—n, ] aralifinda parcal stirekli olsun. Bunun an-
lam f (9) mn sonlu sicramalara sahip olabilecegii sonlu noktalarin diginda f! (6) mn
bu aralikta siirekli olmasidir. 7= 0,1, ... icin f nin Fourier katsayilan olan a, ve b, ler

a,.=71r/f(e)cosnode , m:%/f(e)sinnf)da (2.7.10)

seklinde ise (2.7.7) Fourier serisi f(6) ya —m < 8 <  aralfanda diizgln yalnsar
ve (2.7.8) gbsterimi gegerlidir.

Simdi, (2.7.1) ve (2.7.2) ile verilen Dirichlet probleminin ¢8zimiin{in gergekten (2.7.9)
olup olmadigim incelenebilir. (2.7.10) ile verilen f nin Fourier katsayilar 2max | f| ile
sinrhidir. Bu nedenle (2.7.9) serisi Q da harmonik bir fonksiyona yakinsar. Bundan
dolay1 (2.7.9) ile verilen u (r,8) € C% () dir ve (2.7.1) denklemini saglar.

-7 <8< igin (2.7.8) deki seri £ (6) ya diizglin yakmsadigimdan (2.7.9) daki seri
) da diizgin yakmsaktrr, (2.7.9) daki her terim, (2.7.8) de kargilik gelen terimin
™ ile carpilmasiyla elde edilmigtir ve § da v < 1 dir. (2.7.9) da r = 1 alimrsa
(2.7.8) elde edilir ki bu ise (2.7.2) simr kogulunun seglandiim gésterir.

Teorem 2.7.1. f', [~m,n] arahgnda pargal stirekli ve f € C°(692) olsun. (2.7.1) ve
(2.7.2) ile verilen Dirichlet probleminin u (r, 8) ¢bzfimi, (2.7.10) ile verilen f nin Fourier
katsayilan kullanilarak (2.7.9) serisi ile verilir.

Ornek 2.7.1. Asagadeki Dirichlet probleminin ¢tziimfintt bulunuz.

Au(r,8)=0 , 0<r<l, —-w<8<7

u(l,0)=18 , —-w<O<r

Cdztim: Bu &mekte f (f) = |0| olup bu fonksiyon 80 da stireklidir ve

-1, -w<0<0
@)=
1, 0<b<n
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tirevi [—m, 7| arabfinda parcali stireklidir. Bu nedenle, Teorem 2.7.1. uygulanabilirdir.
(2.7.10) kullamlarak f () = |6] mn Fourier serisi
T =2(-1)"-1
|0|—§+Z;———cosn0 , w<8<~

2
n=1 n

geklindedir. Buradan yukarida verilen Dirichlet probleminin ¢tziimit

- 2(-1)" -1
“(7”:0)=g+z;——-—( Zzz 7" cos nd

n=1

geklinde elde edilir..

f'(6) mn parcah siirekli olma varsaymmm jhmal edelim. Bu durumda (2.7.10)ile
verilen f nin Fourier katsayilan 2max |f]ile siurh oldugundan, (2.7.9) serisi hala Q
da harmonik bir fonksiyona yakimsar. Bununla birlikte 02 tizerinde r = 1 oldugundan
(2.7.9) serisi 9Q iizerinde diizglin yakmsamaysbilir. f (8) mn Fourier serisi stirekli
kabul edilmisti. Fourier serileri yakinsak olmayan siirekli fonksiyonlar vardir. Bu zor-
luktan kaginmak igin; » < 1 igin (2.7.9) serisi ile verilen, r = ligin f (9) ya egit olan
bir u (r, 8) fonksiyonu tammlayalim. Bu durumda « {r,§) nin } da stirekli oldugu ve
problemin aramlan ¢8zimil oldugu kolayca gorillebilir. Bu sonucu agagidaki teoremle
verelim.

Teorem 2.7.2. f € C°(6Q) olsun. f nin Fouricr katsayilan (2.7.10) ile verilmek
tizere (2.7.1) ve(2.7.2) ile tammlanan Dirichlet probleminin ¢ziimii

o0

24+ Y r"(ancosnd+bysinnd) , r<1ign
u(rg)=4 ° g " (2.7.11)

[ , r=1 ign
seklindedir.

Simdi, (2.7.1) ve(2.7.2) ile tammlanan Dirichlet probleminin ¢bzimiinti seriscl form-
dan ba,gké. bir integral yardimyla gosterelim. r < 1 olmak tizere ay ve b, Fourier
katsayilarinm formillleri (2.7.9) da yamlirsa
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2% 27

27 0
u(n) = o / LN [/ f(¢)cwn¢de¢+Jf(¢)mme

U
2 o
- %‘o/f(tﬁ)d¢+%§lr”[f(¢)cosn(9—¢)d¢
1 2r .
- %[f(w [1+2§1r"msn(o-¢)]d¢

bulunur. r;, 1 den kigiik herhangi bir say1 olmak tizere r < 7, igin kisgeli parantez
icindeki seri diizgiin yakinsak oldugundan integral ile toplam yer defigtirdi. Eger

P{r6) = 51; (1 +2 ir"cos'n{) (2.7.12)
n=1
denirse, ,
u@r0)= [ 1) P,0-4) (27.13)
0

bulunur. Buradali P(r, ) fonksiyonuna Poisson ¢ekirdefi denir. P(r,£) ile gbsteri-
len (2.7.12) deki serinin toplam asagidaki sekilde bulunur. z kompleks degigkeni
gbstermek tzere kutupsal koordinatlarda,

z=re® =r(cos¢ +ising) , 2] =r
olsun. Bu durumda
zn___.rﬂef"e—_-r"(cosnf+18inn£) ’ |z|=’l‘

ve
[d o0
1+2Z1-"cosn§=Re(l+2Zz") P R
n=1 n=1

dir. Aynica

1 o0
1_z=2z" ;7 <1
n=0
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oldugundan

T =1+2gz" P ld<1
dir. Bu nedenle
P(r,§)=%Re<ifi) =§1;Re(i—i—:§—) , or<l (2.7.14)
olup buradan kisa bir hesapla
P(rg)= L L= r<i (2.7.15)

=ﬂl+1’2—21'eos§ !

bulunur. Bu deger (2.7.13) de yazmlirsa, r < 1 i¢in integral formilt

1 (1-7%) f(9)
u(r,0)=% / 1472 —2rcos(f —¢)

dg (2.7.16)

seklinde bulunur. Elde edilen bu sonug, Poisson integreli olarak adlandinlr.

f € C%(99) olmak iizere direkt bir hesapla Poisson integralinin, Q (r < 1) daharmonik
bir fonksiyon tanunladif gosterilebilir. r < 1 igin (r, ) noktas: simrdaki herhangi bir
(1,60) noktasma. yaklagirken, Poisson integrali f(fy) defferine yonelir. Bu yiizden;
T <1 i¢in Poisson integrali ile, 7 = 1 oldugu zaman f () ya egit olarak tammlanan
u(r, 8) fonksiyonu  da stireklidir. Bu ise istenilen ¢tzttmddr.

Teorem 2.7.3. f € C%09) olsun. (2.7.1) ve(2.7.2) ile tammlanan Dirichlet prob-

leminin « (r, 8) ¢dzitmt,

1 a-mie)
u(r,8)=¢ 2« A 14+72—2rcos{0 - ¢

, <1 i¢in
)d¢ ¢ (2.7.17)

f@ , r=1 i¢in
geklindedir.

Orijin merkezli ve a yarigaph bir daire igin Dirichlet probleminin ¢8ztimil, birim daire
icin Dirichlet probleminin ¢tziimiimden kolaylkia elde edilir. Benzerlik déntigtmii
altinda. harmonik bir fonksiyon harmoniklik &zelligini korudugundan, B (0,1) i¢in
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elde edilen serisel ¢bztimde r yerine -2 alnarak B (0,a) icin

ulr,0) = 3 + f: ()" (@ncosnt +b,sinn9) (2.7.18)
n=1

serisel gbztimi{l bulunur. Aym sekilde B (0,1) icin Poisson integral ¢oziimiinde uygun
dontgtimler yapilirsa B (0,a) icin Poisson integral ¢oziimil

2
_1 (@®—7%) f(9)
u(r,0) = o { 17 2arcos (0= 9) d¢ (2.7.19)

olarak bulunur.



3. HARMONIK FONKSIYONLARIN DiGER BAZI OZELLIKLERI

3.1. Green Fonksiyonu Yardimiyla Dirichlet Probleminin C8z{imii

Bu kisimda, Dirichlet probleminin ¢dziimdl icin bir integral formiill elde edilecektir.
Bu formill Green fonksiyonu olarak bilinen bir fonksiyon igerir. Burada 2 C R de
verilen formiiltin ayrmfilar verilecektir. Problemde sadece u € C? () N C°((2) sek-
lindeki qtztim aransa bile Dirichlet probleminin % ¢bziimiintin C*($)) da bulundugu
kabul edilmelidir.

0 C RPsmurh, normal bir bolge olmak tizere, u € C%(}) fonksiyonu Q da har-
monik olsun. 7, 2 da herhangi belirli bir nokta ve 7 ise 89 Uzerinden integrasyonun
degigken noktas: olmak {izere Teorem 2.5.1. den

r)_~/|:r = )—u(?“)%l_,,l —ldo @11

dir. Bu formtl » nun herhangi bir 7€ @ noktasmdaki degerini, 852 tizerinde %n ve
u nun degerleri cinsinden verir. Dirichlet probleminde, Q2 smnirmda sadece z nun
degeri bilinir. Bu zorluktan kurtulmek icin C%($}) da bulunan ve 2 da harmonik
olan bir h fonksiyonunu dikkate alahm. h ve « fonksiyonlarma ikinci Green 8zdegligi

uygulandifinda

0= / [h(?')a“;: ) —u(_i"’)a};(: )} do (3.1.2)
an

elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) taraf tarafa toplanirsa

o 11 au(7)
o it
—uF) [ I—T—l_—r-+h('r")]}da (3.1.3)



bulunur. Egerreaﬂlgmh(r)_—:-l——ljise
T -7

u) =~ [, [4 I“’l |+h(r)] (314

o

olacaktir. ;Jye gore Laplace operatérts A’ olmak tizere ve 7€ £ igin

ARFT)=0 , TFeQ (3.1.5)

—ut 1 1
R e

Teon (3.1.6)

Dirichlet problemini saflayan bir A € C?((}) fonksiyonu bulabilmek gartiyla, (3.1.4)
formitlt Dirichlet probleminin = ¢tzUmiintin her ¥€ § noktasmdaki deferini verir.
(3.1.5) ve (3.1.6) ile verilen problemin ¢ozlimil 7 ye de baghdir ki bu goztim h(7 , 7)
geklinde gbsterilmigtir. (3.1.4) formtiliinde kogeli parantez igindeki fonksiyon Green
fonksiyonu olarak adlandirlir,

Tamm 3.1.1. 2, R® de bir bolge olsun. Her 7€ Q igin 4(7 , 7), (3.1.5) ve (3.1.6)
denklemlerini saglamek tizere

G, 1')_-4—-_,,1 +H(F,F) ; T\Fen, TA (317
e -7

fonksiyonu 2 C R? deki Dirichlet problemi igin Green fonksiyonu olarak tammlamir.

Green fonksiyonu kullanilarak (3.1.4) formala
- 8 - -, -
“(7’)=—/u(r)-—G(r r)de , TEQ (3.18)
]
geklinde yazilabilir. Buradan,

Au=0 , Q da (3.1.9)
v=f , 89 Uzerinde (3.1.10)



Dirichlet probleminin ¢zitmi

,Fydo , Te (8.1.11)

geklindedir.

(3.1.9) ve (3.1.10) ile verilen Dirichlet probleminin (3.1.11) ¢oztimti, G(7, 7) Green
fonksiyonunun ve problemin » € C?({}) ¢tzlimtintin varolmas: kabuld altinda elde
edildi. Bundan bagka, 2 da uygun kogullar altinda Green fonksiyonu vardir ve

f € C%(39) olmak tizere (3.1.9) ve (3.1.10) ile verilen Dirichlet probleminin

u € C%(() gbztimit (3.1.11) ile verilir (Kellogg 1953).

Green fonksiyonunun varhg ilk olarek G. Green tarafindan elektrostatikte fiziksel
sebeplerden dolayr gbzonitne ahnmgtir.

fIk baksta (3.1.11) formillintin kullamgh olmadig dtistintilebilir. Ciinktt (3.1.9) ve
(3.1.10) ile tamimlanan Dirichlet probleminin géztimiinde bu formtlit kullanmak icin,
ilk olarak her 7€ Q igin (3.1.5) ve (3.1.6) ile verilen Dirichlet probleminin gtziimu
olan G(7,7) Green fonksiyonu bulunmalidir. Ama bu son problem 8zel tip bir
siur verisi igerir. Bu pedenle (3.1.11) formtld, keyfi f verili Dirichlet problemini

—11;_,—1—: verili Dirichlet problemine indirger. Dirichlet problemi bir integral
r ~7T

denklemin ¢8zlimiiniin problemine indirgendiginden integral denklemler teorisindeki

metodlar kullaniimalidir. Sonug olarak, Green fonksiyonu teorik Dirichlet problemi-

nin ¢Bzlimlerinin dzelliklerini belirlemede kullamsh bir aragtr. Cok basit bolgeler

i¢in Green fonksiyonunu agik olarak belirlemek miimkitndiir. Bir sonraki kisimda,

RR? de bir kitre igin Green fonksiyonu belirlenecektir.

Q C R® deki bir Dirichlet problemi igin G(7 ,7) Green fonksiyonunun dzelliklerini
inceleyelim. 7'ntin fonksiyonu olan G (7"', ?), tammdan dolay1 852 izerinde yokolur ve
Qdaise 7 =7 kutuplu harmoniktir. ¥ —7 iken 7 nn ¥ den uzaklinmn inversi gibi
G(7',7) - +oo dur. G(7', 7) niin nemli bir tzelligi 7 ve 7 ye gore simetrikligidir.
Yani,

- - -

=

G(F, ) =GFT); ¥,Teq, T#F (3.112)
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dir. (3.1.12) den gdrﬁlmektedlr ki 7 nin fonksiyonu olan G(7,7 ), 0Q uzerinde
yokolur ve Q da 7=7 kutuplu ha.rmomktlr Sonug olarak, (3.1.11) ile tamumlanan
u(7) fonksiyonu © da harmoniktir.

Tamm 3.1.2. Q, R? de bir bolge olsun.

G ,r)——lnl |+h(r JF); FTed, T4 (3.1.13)

fonksiyonu Q da verilen Dirichlet problemi i¢in Green fonksiyomu olarak adlandirihir
dyle ki h( T,T) fonksiyonu her 7€ Q icin

AR, F)=0 , Feaq (3.1.14)

h(F,7) = _—m Feon (3.1.15)

s ]
1'—7‘

denklemlerini sajlar.

Ii boyutlu Green fonksiyonumm ozellikleri ti¢ boyutludakilere benzerdir. Tek farki
77 iken Fniin 7 den uzakhnm inversinin logaritmas: gibi G(;J, ) — +oo dur.

7 > 3 olmas durumunda R™ deki bolgeler icin Green fonksiyonu benzer gekilde
temmlamir, 7 —7 iken ﬁ gibi G(7 , 7) = +oo dur.

L

8.2. Green Fonksiyonu ve Bir Kiire igin Dirichlet Probleminin Cbziimit

Q, R® de B(0,¢) kiresi ve 7 bu kiirede sabit bir nokta olsun. B(0,a) da verilen

Dirichlet probleminin ¢tztimtinde Green fonksiyonunu belirlemek igin; 7'nin fonksi-

yonu, B(0, a) da harmonik ve 5(0, ¢) stirda 7 igin —é—_',l—_. ye egit olan bir
T -7

h(7’', 7) fonksiyonu belirlenmelidir.

-

— (32.1)
L



fonksiyonu B (0,a) kiresinde ¥ =7 kutuplu harmoniktir. Ornek 2.3.4. den bu
fonksiyonun S (0,a) ktresine gore inversi, B (0,a) da harmonik ve ?’G 5(0,a) igin
:,1—_. ye egit olan

T -7
1
e 7o (32.2)
-7 -7
td a
fonksiyonudur. Bundan dolay1, aramlan h(;'l, 7) fonksiyonu
AT ,T)= S v (3:2.3)
-7 ——7T
r o
olup B (0, ) da Green fonksiyonu ise
G(r,’r)=E |;’,_?| oo 7o (3.2.4)
-7 ——T
T a

geklindedir.

0 < © < 7 olmak tizere ©, 7 ve 7 vektorleri arasmdaki agt olmak fizere kosints
teoremi uygulanarak

w11 1
6F =2 [E - _R,_] (3.2.5)
elde edilir ki, burada
R=[F - 7|= ("*+7 - 2rrcos0) (3.2.6)
2 1/2
R = g pL] P (a2 + %73 - 21"7'0089) (32.7)

dir. Yukaridaki son ti¢ egitlikten Green fonksiyonunun simetri 8zelligi agikca gbriilmek-
tedir.

B (0,a) da verilen Dirichlet probleminin gtzlimiinde (3.1.11) formiiltin@t kullanmak
i¢in S (0,a) simirinda ;—nG(?',?) dig normal tirevi hesaplanmahidir. S (0,a) daki
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dig normal, radyal dogrultuda oldugundan

86(7,7) _[e6@,7)
[“"a“n_‘—] = [—5;,— (3.2.8)
'¢S(0,a) =g
olup basit bir hesapla
sl s, 2 __
aG(T 3 "') = 1 a 2 - (3.2.9)
or | .,  4ma(a®+r? - 2arcos®)
elde edilir. f € C°(5(0,a)) olmak tizere
Au(F)=0 , TeB(0,q) (3.2.10)
u(F)=f(¥) , Te8(0,0) (3.2.11)

denklemlerini sagglayan u € C?(B(0, a)) NC*(B (0, a)) fonksiyomunu arayan Dirichlet
problemini dikkate alahm. Problemin « ¢8z{imd, (3.1.11) formtltinden yararlanarak

- —12) §(7T) "
y = s'(/. (tlz+'r2 2arc089)3/2da » T€B(0q) (32.12)

seklindedir. Bu ¢oztimdeki integral Poisson Integrali ve

af —r?
P(7.7) = 47m(a.2+r“‘ 2ar cos ©)*2

(3.213)

fonksiyonu ise Poisson cekirdeifi olarak bilinir, Poisson gekirde#i kullandarak (3.2.12)
formtla
u(F) = / P P)f(F)do , TeB(0,a) (3.2.14)
s(0,0)
geklinde yazilir. (3.2.12) formiiltingi kilresel koordinatlarda yazmak bazen kullamghdir.
(r,8,¢), 7€ B(0,a) nn ve (a,, &), 5 (0,a) Uzerindeki 7 defisken noktasmmn kilre-
sel koordinatlardaki gsterimi olmak tizere (3.2.12) formala



P
u(r,o,¢)=%[[( @ =) o gagar | r<a

a? + 72 — 2ar cos ©)*2

geklinde yazlabilir. Burada
08O = cos ¢ cos ¢’ + sin psin g’ cos (§ — ¢) (3.2.16)

dir.

Teorem 3.2.1. f € C%(S(0,a)) olmak tizere u € C? (B (0,2)) NC(B (0, a)) fouksi-
yonu (3.2.10) ve (3.2.11) ile tammlanan Dirichlet probleminin ¢fziimii clsun. Bu
durumda, P(?’, 7) Poisson gekirdegi (3.2.13) ile tanimlanmak tizere u gtztimd

. J P(FAf(F)e , r<a
u(r) =< 5(0a) (3.217)
f(;) ) r=a

ile verilir.

Bu teoremin ispatina gegmeden 8nce, Poisson gekirdeginin agagidaki 6zellikleri bilin-
melidir.
i) P(¥,7)>0 ; FeB(0,0) , T€S(0a) .
i) 7€ 5(0,q) olmak tzere P(7 ,T), 7€ B (0,a) degigkenine gore harmonik bir
fonksiyondur.
i) [ P(r,F)do=1, herTeB(0,a) .

. 5(0,a)
i) ozelligi P(7,7) nin (3.2.13) tammindan hemen goriilmektedir. i) zelliginin
dogrulugu, her 7 € §(0,a) igin 7€ B(0,a) degigkeninin harmonik bir fonksiyo-
nu olan G(?’,?) Green fonksiyonundan ve ?’pa.ra.metraini iceren G(?', 7) Green
fonksiyonunun diferensiyeli alinarak elde edilen P(?', 7) den gortiliir. Son olarak 34)
Szellig,

Au(T)
wf) = 1,7eS ()

0 , 7€ B(0,a)
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geklinde verilen Dirichlet probleminin 7€ 5 (0, ) igin u(7) = 1 ¢bziimiinden gorilitr.
Bu gdztim C%(B (0,a)) da oldugundan (3.2.14) formiilit gegerlidir. (3.2.14) ile birlikte
[ =wu=1, iif) dzelliinin tzel bir halidir.

Teorem 3.2.1 in ispati: Dirichlet probleminin ¢8zlimil tek oldugundan (3.2.17) ile
temmlanan u(7) fonksiyonunun B (0, ) da harmonik ve B (0, a) da stirekli oldugunu
gostermek yeterlidir. u(7) fonksiyonu B (0, a) da P(?’, 7) harmonik fonksiyonlarimn
lineer kombinasyonu oldugundan »(7), B(0,a) da harmoniktir. Bu nedenle » nun
B (0, 0) da stirekli ve u € C? (B (0,a)) oldugu bilindiginden her 7o€ § (0, a) igin

lim u(F) = f(7) (3-2.18)

r—Tg

¥eB (0,3)

oldugu gosterilmelidir. Daba agik olarak

Jim / P, H)(F)de = £(Fo) (3:2.19)

- -
P

?EB(O:’B) 8(0,8)
oldugu gosterilmelidir. P(7 , 7) nin 4) dzelliginden

/ PG\ 7Y f(Fo)do = f(Fa) » T€B(0,a)

S(0,0)
bulunur ve (3.2.19) esitligi
Jm [ PED [~ 1Fo)]do =0 (3:221)

FeB(0) 500
a denktir. f, S(0,c) da stirekli ve smurh oldugundan
/@) <M, Fes,a) (3.2.21)
olacak gekilde bir M > 0 sayist vardir. Ayrica f, T da stirekli oldugundan herhangi

bir € > 0 igin
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) -fF)|<e , Tes0,0 lTr" - 'r‘o| <6 (3.2.22)

olacak sekilde bir § > 0 vardir. C(7,8), B(To, 6) kiresi igindeki S (0, ¢) smur yiizeyi
parcas: yani
C(70,6) = §(0,a) N B(7,0)

olsun. Buradan (3.2.22),
) - 1G] <e , FeC(od) (3229
olarak yazlabilir. (3.2.20) deli integrali

[ PEDE) - 1G] e = [ PEH [ 1G] de
5(0,0) c(Fos)
v+ [ PEDE - 1G]
50.8)-C(7ob)
(3.2.24)

geklinde yazahm. (3.2.23) 0 ve P('T_'J,?) nin £) ve #i4) zelliklerini kullanarak her
7e B(0,0) igin '

IA

PE A [IE) - 1G] do| < ¢ [ PF o
c(7os) (7o)
e | PF,T)do
SZ{;)
=¢ (3.2.25)

IA

bulunur. ¢ keyfi pozitif bir say1 olduffundan

- =

lim / P(F,7) [f(7) - 1(Fo)] do =0 (3.2.26)

?;;(o?a) s(o,a)-c(?.,,s)



esitliginin dogrulugu ispatianurss (3.2.20) i elde edilecektir. (3.2.21) den

P(¥,7) [f(?’)_ f(?o)]da <aM f P(F,7)do

5(0.0)~C (7o) 5(0)-C(70)

dir. Bu nedenle
lim / P(¥,P)do =0 (32.27)

FeB(0a) 50.8)-C(¥0.8)

oldugunu gostermek yeterlidir. ¥ —7 icin inceleme yapiidiindan
7e B(0,9)nB (7, $) oldugu durumu dilate alahm. Buradan 7€ [$ (0,0) - O(Fs,8)|
icin

SNSRI

ve

P(?’,?) = _l_f:i < (2)3_1__ (-2

47m|-;'_ ;:r ~\8) 4ma
dir. Sonug olarak 7€ B (0,a) N B(Ty, $) icin
2

/ P(T,T)do < (3)35%(‘12_,2) / 1do = (%)3a(az_rz)
S(O,a)vc(?o,ﬁ) 5(0,0)

dir. (e — r*) carpanmndan dolay: (3.2.27) sagflamur. Boylece teoremin ispati tamam-
lanmigtir.

Teoremin ispatinda dikkat edilirse f nin S (0,) Ozerinde her yerde stireldi olma
kosulu pek kullamlmamgtir. Sadece f nin S(0,a) da smrrh ve 7o€ S (0,a) nok-
tasmda siirekli olmas kullambmugtir. f nin pargah stirekli ( f nin sonlu sigremalara
sahip olabilecegi S (0, a) fizerindeki egrilerin sonlu sayidaki noktalan harig her yerde
stirekli ) olmas kogulu altinda (3.2.14) Poisson integrali, 7€ B (0, 4) icin harmonik
ve f nin stirekli oldugu her 7€ 9 (0, a) noktasinda



lim  u(7) = f(7o)

TEeB(0,)

olan bir u(?) fonksiyonu tammlar. Bu sonug parcah stirekli simir kogulu ile verilen
Dirichlet probleminin g8zimiinde (3.2.14) Poisson integralini kullanmay: miimkiin
kilar. Burada aramlan u(7) ¢ozitmt C° (B ©, a)) da degildir fakat B (0,a) da har-
monik ve T—79€ 5(0,a) iken f nin stirekli oldugu her To€ S(0,a) noktasinda
aldi1 deer f(7o) a yaklagir. Bu problemin basit bir rnegi, f nin S (0,a) mn st
yanm kiiresinde 1 ve alt yarim kiiresinde 0 a egit olmasidar.

3.3. Harmonik Fonksiyonlarmn fleri Ozellikleri

R de bir yuvar igin verilen Dirichlet probleminin Poisson integral ¢tziimii, icerdigi
oldukea karigik integrallerden dolay: ¢Bzlimiin yuvar icindeki gergek degferlerini hesapla-
mada ¢ok kullamsh degildir. Ama Poisson integralinin harmonik fonksiyoniarn
onemli 6zelliklerini elde etmede ¢ok kullanigh oldugu bu kisimda gorillecektir.

u, QC ~lR" de harmonik bir fonksiyon olsun. Kabul edelim ki, B , Q da olmak tizere

B herhangi bir yuvar olsun. « fonksiyonunun B deki her noktadaki degeri, B nin
S smrindaki « fonksiyonunun degerlerini iceren Poisson integrali ile verilsin. Ko-
ordinatlarn bir dontigimii altinda bir fonksiyonun harmonikligi degismedifinden
B nin merkezi daima orijin olarak alinabilir. Bu durumda B (0, a) kapamst, u nun
harmonik oldugu € bolgesinde bulunan B (0,a) yuvarim dikkate alahm. O halde;
P(?', T) Poisson gekirdegi ve '_r.', §(0,a) tizerinden integrasyonun degigken noktas:
olmak tizere her 7€ B (0,a) igin

o) = f PEFE, P)u(7) do (33.1)
5(0,a)

-

dir. Bir 8nceki kisimda n =2 ve n = 3 igin P(?', 7) ifadeleri elde edilmigti. 7 ,
7 non kutupsal koordinatlan sirasiyla (r, ) , (a,¢) ve © ise T ve 7 arasindali agt
olmak tizere, n = 2 igin
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P(F,7) = - @ -
* T 2maa? + r? — 2arcos (0 — ¢)

(332)
ven =3 igin

1 a® -7
47a (g2 4 12 — 2ar cos 9)%
geklindedir. = > 3 i¢in ise benzerdir.

P(;"I,?) =

(3.3.3)

Bu lasimda belirtilecek olan iki teorem tilm = ler igin gecerlidir. (3.3.1) Poisson integ-
raline dayanan bu teoremlerin ispatlan n nin farkh degerleri igin kiictik detaylarla
deffigir. Bu kismmda 7 = 2 veya n = 3 icin ispatlan verilecektir.

Teorem 3.3.1.(Liouville Teoremi): Her 7€ R™ icin harmonik olan u(7) fonksiyo-
nu sabit olmadikea bir {ist ya da alt sira sahip olamaz.

Ispat: Teoremin ispati n = 2 igin verilecektir. Kabul edelim ki u(7) fonksiyonu, R?
de harmonik ve bir alt sira sahip olsun. Yani, her 7€ R? igin u(7) > M olacak
gekilde bir M sayis: vardir. R? de u(7) = sabit oldugu gosterilmelidir.

%(7) = u(r) — M fouksiyonu da R? de harmonik ve her 7€ R? i¢in v/(¥) > 0 dur.
Eger R? de «/(7) = sabit oldugu gosterilirse buradan R? de u(7) = sabit oldugu
gorillecektir. Simdi Osleri atalm. Bu durumda u(7) nin harmonik ve her 7€ R? igin
u(7) 2> 0 oldupunu kabul edelim. Her 7€ R? icin u(7) = u(0) ve buradan u(7)
nin sabit oldugunu gosterelim.

7, R? de belirli bir nokta ve a, r = ]'r*l den buytik bir say: olsun yle ki B (0,a)
gemberi 7 yi igersin. Bu durumda (3.3.1) ve (3.3.2) den

-4
- 1 a? -7
“(T)=§r[a2+ra—2ar TR (3.34)

seklindedir. —1 < cos (8 — ¢) < 1 oldugundan

a—r a?—r? atr
ea+r = a4 r?—2arcos(f—¢) “a—r

ve u(a,$) 2 0 oldugundan



a- a® —r?
2T (o) <

a+T
a? 4 r2 ——2a,'rcos(0—¢)u(a”¢) < E_—,.’“'(a»‘i’)

dir. (3.3.4) 1 de gdzdniinde tutarak ¢ ye gore integrasyonla

2z
a—-r1 a+r1
< <
a,+'r21r u(e,¢) dé < u(r) —ror
0

0

(a,¢) d¢

elde edilir. Harmonik fonksiyonlar verilen ortalama deger teoremi kullamlarak

a_
a+

“u(0) ST

bulunur. ¢ — oo igin

u(0) < u(7) £ u(0)

elde edilir. Bu nedenle u(¥) = u(0) dir. Buradan goritlmektedir ki u(7) bir alt
simira sahipse, u(7) sabit bir fonksiyondur. Eger u(7) bir (st smira sahipse ~u(T)
bir alt simura sahip olacaktir. Sonug olarak —u(7) ve dolayisiyla da u(7) sabit bir
fonksiyondur. Teoremin ispat: tamamlanmmgtir.

Sonug 3.3.1. Smrh ve R” de harmonik olan titm fonksiyonlar sabit fonksiyonlardir.

Dirichlet probleminin Poisson integral ¢dzttmiinden bulunan diger nemli bir sonug
ise harmonik bir fonksiyonun tanim bblgesinde analitikligi gerektirmesidir.( « fonk-
siyonu, §2 daki her noktann komgulugunda » ya yalansayan bir Taylor serisine sahipse
Q C R" de analitiktir.)

Teorem 3.3.2: 2 C R*® de harmonik olan bir « fonksiyonu Q da analitiktir.

Ispat: Teoremin ispat1 7 = 3 igin verilecektir. Q, Q da herhangi bir nokta olsun.
u nun Q da harmonik oldugu gosterilmelidir. Harmoniklik ve analitiklik, koordinat
dontighimil altinda defigmedifinden @ noktas: orijin olarak kabul edilebilir. Bundan
dolay1,  nun orijinin bir komgugundaki (z,y, ) i¢in gegerli olan

u(z,y,2) = 2:%w (3:35)

i,5,k=0
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Taylor seri agihimina szihip oldugu gésterilmelidir. Bunu gostermek i¢in orijin komgu-
lugundaki « nun Poisson integral gosterimi kullamlacaktir. B (0,a) C Q olacak
gekilde a > 0 yeterince kitgiik olsun. P(?"',?), (3.3.3) ile verilmek tizere u(7) her
7€ B(0,q) igin (3.3.1) ile verilir. 7= (z,y,2) ve F = (£,7,¢) olmak tizere kabul
edelim ki, Poisson gekirdesi

o
PFE = Y bl n oy (3.3.6)
idh=0
geklinde bir Taylor serisi ile gbsterilebilsin. § > 0 olmak tizere seri, (z,y,2) € B (0,6)
icin dizglin yakmsar ve (€,1,{) € S(0,a) dir. (3.3.6), (3.3.1) de yerine yazilir ve
((3.3.6) dilzgiin yakmsak oldugundan dolay1) integrasyon ile toplamn siras: degigtiri-
lirse (z,y, 2) € B(0,5) icin gegerli olan (3.3.5) e kargilik gelir.

P(¥,7) =

a? —12 [1 y 2(1,1-cos6—-'r2]'3/2

4dmat a?
ve a? — 12 = a? — (22 + 32 + 22) bir polinom oldugundan

2arcos® — 2] 2 ¢
- 2=t S cnn0arE @an)
igk=0
oldugunun gosterilmesi yeterlidir. § > 0 olmak {izere seri, (z,y,2) € B(0,4) i¢in
dizgiin yakinsar ve (£,7,¢) € 5(0,a) dir. Bunun ic¢in, ag = 1 ve tiim m ler i¢in
a,, > 0 olmak tizere

1—w] ™= i emu™ (3.3.8)
m=0

binom agihmi kullamlacaktir. Bu egitlifin sag tarafindaki seri, p < 1 olmak fizere
|w| £ p igin mutlak ve dizgiin yakinsar.

2ar cos© — 2
w=—

= (33.9)

ve?"eB(O,a)ise

2arcos® —7?| _2ar+1* 2a+7
= < =
a? - a a?

Jwl

rsgr
a
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dir. Eger 7, B(0, %) icinde olacak gekilde kisitlanirsa

3 a
Iw[ SZ H ($,y,Z)GB(0,-4-) ve (6!":()65(0"]’)
dir. Bundan dolay:

_ -3/2 oo
[1 _ .2‘"'_°°229_"2] = Z ™ (3.3.10)
"I=o
dir. Seri, (z,y,2) € B(0, %) igin ditzgiin yakmsar ve (¢,7,¢) € S (0,a) dir. (3.3.9)
dan

w=§[2(§z+ny+4z) - @@+ +77)

olup (3.3.10) daki seri, pozitif katsayih polinomlann bir serisidir. Kompleks deffigkenli
analitik fonksiyonlar teorisinden bilinen sonug kullanilirsa; (3.3.10) daki seri

[2(6z + 7y + 2) — (2% + ¥ + 22)]™ agihmuyla tekrar diizenlenir ve 2y 2* formundaki
terimler gruplandinlisa, (3.3.7) ifadesi elde edilir. Burada seri yine,

(z,3,2) € B(0, g) igin ditzgtin yakmsak ve (¢,7,¢) € S(0,a) dir. Teoremin ispaty
tamamlanmgtir.

3.4. Simirsiz Bélgelerde Dirichlet Problemi

Buraya kadar, Laplace denkleminin saflandif bir  bolgesinin sinichi olmas: duru-
munda Dirichlet problemi incelendi. Bu kisimda goriilecektir ki; simrsiz bir btlgedeki
Dirichlet problemini simrh bir bélgedeki Dirichlet problemine dénfigttirmek igin,
sirsiz bolgedeki ¢ozitmiin sonsuzda kesin bir kogulu saglamas gartiyla bir kiireye
gbre inversiyonun kullamlmasi miimkiinddr.

Eger ¢dztimiin hicbir ek kogulu saglamas: gerekmiyorsa, sinirsiz bir blgedeki Dirich-
let problemi i¢in ¢Bziimiin teklifinin gergeklenemeyecegini gosteren basit bir Srnegi
inceleyelim:

Q, R deki birim yuvarn tiimleyeni yani Q = R*— B (0,1) olsun.
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Au(T)=0 , Te (34.1)

uw7F)=1, 7ed=5(0,1) (34.2)

denklemlerini sagflayan u € C? (2)N C?(S}) fonksiyonunu ¢tziim kabul eden Dirichlet
problemini diklate alahm.

w(r)=1, w(¥)=1 +hhr , n=2

w(F)=1, w(F)=r*", n>3

fonksiyonlanmn problemin ¢8zitmit oldugunu gérmek kolaydir. Bu iki ¢fztimin lineer
kombinasyonu ise problemin sonsuz sayidaki ¢dzlimiine kargthk gelir.

Bu durumda simrsiz bolgedeki Dirichlet probleminin u ¢oziimiinitn tekligini garanti
etmek icin ek kogul ne olmahdir? Gorillecegi izere bu ek kogul, bir kilreye gre inver-
siyon metodu siursmiz bir bélgedeki Dirichlet problemini sinirh bir bolgede tanimlanan
Dirichlet problemine doniigtfirmek igin kullamldigida dogal olarak ortaya gikacak-
tir. Kosul, 7 nin bityik degferleri icin «(7) nin davramgim siirlar ve bu nedenle
sonsuzdaki kogu! (sinir kogulu) olarak adlandirthr.

Yukaridaki 6rnekteki bolge bir chg blge olarak bilinir. £ C R®, simrl: bir bolgenin
kapamgmm tiimleyeni ise £ dig bolge olarak adlandinlr. Bir bagka deyigle, G

Q=R"-@G

olacak gekilde smurh bir bolge ise 2, G ye dig bolge olarak adlandinlir. Burada
00 =8G ve QUG U IG = R* dir.

2 C R sirrls G bolgesinin dig bolgesi ve f, C° (62) da verilen bir fonksiyon olsun.
2 € C2(Q) N C%$) fonksiyonu



Au(t)=0, Teq (34.3)
u(7) = f(7), T o9 (3.4.4)

denklemlerini saglasin. Oteleme ve benzerlik doniigiimleri harmonikligi korudugun-
dan genellikten bir gey kaybetmeksizin kapah B (0,1) birim yuvarimn G da bulun-
dugunu kabul edelim. £*, Q@ nin S (0, 1) e gére inversiyonundan elde edilen noktalarmn
kiimesiyle orijinden meydana gelsin. Q*, B (0,1) da bulunan siurh bir bolgedr.

Sekil 3.4.1.

Orijin hari¢ her 7 € O* noktas:
rr=rT, =1 (3.4.5)

inversiyon formiilii ile bir tek 7€ € noktasina kargihk gelir. =0 orijini sonsuza
kargihk gelir. Bu noktadan sonra incelemeye n = 3 igin devam edelim ve

w(F) = %u(?) . Tewr , 40 (346)

()= %f ), Teoq (3.4.7)
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olsun. »* fonksiyonu orijin hari¢ {2* da tamumh ve harmonik; f*, 9Q* lizerinde tammh
ve stireklidir. «* fonksiyonu 89" tzerinde f* deferini alsn. ©*, orijini igeren tilm
¥* da tammh ve sirekli olsaydi * da tammlanan Dirichlet probleminin ¢fztlmi
olabilirdi. Agafdaki teorem u nun sonsuzda (oo) kesin kogulu saglamasi gartiyla
tim €}* da harmonik olan orijinde bir fonksiyon tanimlamaya muktedir kilacaktur.

Teorem 3.4.1. v(7), orijin harig R* de orijinin bir Q komgugunda tanmlt ve
harmonik olsun. Bu durumda, orijini iceren £ da harmonik olacak gekilde v(7),
orijinde

o(F), TeQ — {0} icinsmurh; n=2 } 548)

=2 |o(7)| S u(), Fe O - {0} 5 n23
T—0 igin p(7) -0
kogulunun saglanacaf bicimde tamumlanabilir.

Bu teorem, harmonik fonksiyonlarin hareketli singtilerlikleri (izerinedir (Petrovsky
1957).

n = 3 igin (3.4.6) dan

T’

w(7)| = u(®)|
oldugu gorillmektedir. 7* — oo iken r — oo oldugundan Teorem 3.4.1. den yararla-
narak u* fonksiyonu ©* da harmonik olmak tzere u*(7), ¥ =0da

p(r) =0 , T— oo igin (3.4.9)

sartiyla tanimlanabilir. Bunun anlami, verilen £ > 0 ve her Te Qigin lu(?)l <e
olmak {izere l?, > R sartim saflayan R > 0 vardir.

n = 2 icin sonsuzdaki kogul « yu smirh birakirken yani,
Iu(?)l <M,TeQ (3.4.10)

olacak gekilde M > 0 sabiti bulunabilirken; aym gekilde » > 3 igin sonsuzdaki kogul

ise (3.4.9) durumudur.
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Sonsuzdaki kogul n > 3 icin(3.4.9) ve n = 2 igin (3.4.10) olmak tzere (3.4.3) ve
(3.4.4) ile tammlanan chg Dirichlet problemi, kilreye gire inversiyonla sinirls bir
bolgedeki Dirichlet problemine doniigtit. Suurh bélgeler igin bildigimiz varlk ve tek-
lik teoremleri, str degierlerine stirekli bagimlihk gibi sonuclar burada da. verilebilir.
Ornegin teklik teoremini verelim.

Teorem 3.4.2. ) C R” bir dig bolge ve f € C%(8Q) olsun. Sonsuzdaki kogulu
n > 3 igin (3.4.9) ve n = 2 igin (3.4.10) olan (3.4.3) ve (3.4.4) denklemlerini saglayan
bir u € C2(Q) N C%(Q) fonksiyonu vardur.

Ornek 3.4.1. n = 2 ise (3.4.1) ve (3.4.2) denklemlerinin siurh olan tek ¢tziimi
u(7) = 1 dir. n = 3 ise (3.4.1) ve (3.4.2) nin T— 0o iken 0 a yaklagan tek ¢tzlimtt
u(7) = % fonksiyonudur.

Ornek 3.4.2. ©Q, R? deki B (0,1) birim dairesinin dig bolgesi olsun. f € C%(9Q) ve
f' parcah stirekli olmak tizere

Au(r,§)=0,r>1, —7<f<n (3.4.11)
u(,)=f@) ,-n<O0<7 (34.12)
u(r,0) , @ dasmrh (3.4.13)

seklinde verilen dig Dirichlet problemini dikkate alalm. S (0,1) e gore inversiyonla
elde edilen w* (r*,6), Kisim 2.7. de gdzitlen birim dairedeki i¢ Dirichlet problemini
saflar. r yerine r* alarak u* (r*,§) ¢dzilmil (2.7.9) serisi veya (2.7.16) Poisson integ-
rali ile verilir, 7 = % ve u* (r*,8) = u(r,6) oldugundan yukendaki dig Dirichlet
probleminin ¢tzfimil;

n=0,1,... igin @, ve b,, f nin Fourier katsayilar1 olmak lizere

u(r,8) = ‘."22 +3 " r " (ancosnd + bysinng) , r21 (34.14)
n=1

serisi ile ya da



1 1-72
u(r6) = ) +f2 il ((ﬁl 58, 121 64)

Poisson integrali ile verilir.

Bir kireye gore inversiyon metodu dig bolgelerin yannda, bélgenin tiimleyeninin
bir kire icermesi gartiyla smisiz bolgelere de uygulanabilir. Dig bélgelerin simur-
lar1 sonsuza genigleyebilecegtinden smurlann ve sonsuza yaklagirken Dirichlet verisinin
davramg dikkatlice incelenmeli ve iyi kurulmug problemleri formfiliize ederken dikkate
alinmahdir.

3.5. Elektrostatik Gdriinti Metoduyla Green Fonksiyonunun Belirlenmesi
0 c R?® bolgesinde Dirichlet problemi igin Green fonksiyonu

G(’I‘ T) =T a1 ! +h(’l‘ T)v s T ’ ?’75;’ (35'1)
-

geklide idi. 7" nin bir fonksiyonu olan 4(7 , 7) her 7€ Q igin © da harmoniktir ve

h(F,7) =~ 17;:,—:, Teon (35.2)

stmr kogulunu saglar. Bu nedenle; 7 ntin bir fonksiyonu olan G'(?’, 7), 2 da T=7
kutuplu harmoniktir ve 82 sinirmda yokolur. Ayrmica, 7 ile 7 arasindaki uzakligin
inversi gibi T —7 iken G(7, 7) — oo dur. Onceki kusumda

Au=0, Qda ; u=f, 8Q tizerinde (3.5.3)

Dirichlet probleminin ¢fzimil; =~ a , 60 ya dig normal dogrultudaki tirevi gostermek
tizere G (r 7) Green fonksiyonu yardimiyla

w(r) =~ / f(r )-6—0(?' 7)do , TEQ (3.5.4)



olarak elde edilmisti. Bu nedenle (3.5.3) Dirichlet probleminin ¢oztimii, G(7 ,7)
Green founksiyonunun bilinmesine indirgenir. € simrsiz bir bolge olsa bile uygun
kogullar altinda. (3.5.4) formiilii problemin ¢éztimiinil verir.

Eger O bolgesinin 8Q siun topraklanmig iletken bir yiizey ise G(7', ) yi Q bol-
gesinin T noktasma yerlegtirilen birim yiikten kaynaklanan elektrostatik potansiyel
olarak yorumlamak, G(?l,?) Green fonksiyonunu belirlemede kullamgh bir metod-
dur (Topraklanmg ytizeyde potansiyel sifirdir). G(?,, 7) nin (3.5.1) formilindeki ilk
terim, 7 noktasindaki birim yitkten kaynaklanan potansiyeli gsterir. Bu birim yitk,
0Q iletken ylizeyinde ytik dagihrmm indiikler (yik dagilimma sebep olur). (3.5.1)
formitltindeki A(7 , 7) terimi ise 9 daki indiiklenmig yik dagiimindan kaynaklanan
potansiyeli gésterir. Bu nedenle, h(?’l, 7) nin belirlenmesi, kendi icinde zor bir prob-
lem olan 8 daki indiiklenmig yttk dagihminn bulunimesina baghdir. Elektrostatik
goriinté metodu, bu zorlugu giderir. h(?‘“, 7) yi 6Q tizerindeki yiik dagihmmndan kay-
nakla.na.n potansiyel olarak almak yerine 2 nin tiimleyenine yerlegtirilen sanal ytik-
lerden kaynaklanan potansiyel olarak dikkate alabiliriz. Bu sanal yiikler, 7€ § nok-
tasindaki birim yitkiin elektrostatik goriinttsii olarak adlandmhr. Oyle ki h(?’,?)
potansiyeli, bu ytiklerin (3.5.2) kogulunu saglamasindan kaynaklanir. Bagka bir dey-
igle,  bolgesinin Q2 simnndaki her noktada elektrostatik goritntiiden ileri gelen
potansiyel 7 noktasmdaki birim ylikten kaynaklanan potansiyelin negatifine egit ol-
mahdir. 80 siun topraklanmug iletken bir yilzey olarak dikkate alinrsa G(?J, 7)
toplam potansiyeli 92 ‘da “0” a egit olmahdir. Cofu problemde 0} nin geometrisi
o kadar basittir ki elektrostatik goriintintin segimi agikardr.

Ornek 3.5.1. , R3.de
Q={(z,9,2): 2>0}

tist yan uzay1 olsun. 7= (2,7, z) €  noktasindaki birim ylikti dikkate alahm.

= (z,9, —2z) noktasinda bir negatif birim yiik tamtilirsa @ min z = 0 smn Uze-
rinde, bu iki yiikten kaynaklanan potansiyel “0” a cgit olacaktir. Boylece T deki
birim yiikiin elektrostatik gorfinttsit, 7 nin £ nm smirma gore yansumasi olan K
noktasindaki negatif birim yitktir.



Sekil 3.5.1.
Sonug olarak Green fonksiyonu
GF )=t - Lt (35.5)

w7 w7

geklindedir. Gergekten; 7, 8 tzerinde oldugunda

— - ~ —th
r =T =lr — TI

olup
G(F,7)=0
dir. Kartezyen koordinatlar cinsinden

1 1
4 (2 — z) + (¥ - y)2 + (7 - 27
1 1

GF7F) =

Ar (2 -2 + (¢ ~9)? + (2 + 2T

geklindedir. -(3.5.3) Dirichlet probleminin ¢ozimit olan (3.5.4) formti bu problemde



o0 o0

z f(:z:’ y’ dx’dy’

—00 ~

seklindedir,
Ornek 3.5.2. Q, B3 de
Q={(zayyz) . y>0 R Z>0}

geyrek uzay olsun. 7= (z,9,2) € Q noktasmdaki birim ylikii dikkate alalim.

Sekil 3.5.2.

Bu olaydali elektrostatik goriintitler; 71= (z, —¥, z) noktasmdaki negatif birim yitk,
7= (z,—y, —2) noktasmdaki pozitif birim ytik ve 73= (,y, —z) noktasmdaki negatif
birim yik geklindedir. Bu dért yiikten kaynaklanan potansiyel 2 mn simirmda
yokolur ve €2 da verilen Dirichlet problemi igin aramlan Green fonksiyonu

_411_._-.:1 +.—41...°—~11~.. (3‘5'7)
r ~T r—?{' r-rzl r—rsl

G\ = o

seklindedir.
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Ornek 3.5.3. Q, B(0,0) kilresi olsun. 7 @ noktasidali birim yik dikkate
alalim,

Sekil 3.5.3.

Geometrik arglimanlan kullenarak elektrostatik goriintiiniin 7= g 7 noktasma
yerlegtirilmesi gerektigi ve ; biiytikliginde olmas gerektigi gorillir ( 7 noktasi,
5(0,a) kilresine gtre 7 nin inversidir). Green fonksiyonu ise

1 1 1  afr

A7 = = 2T e
dr iy _ 7 dr | _ 3

G(r,7) =

(3.5.8)

olup Teon=8 (0,0) icin G(?"', 7) =0 dir. Bam iglemlerden sonra Green fonksi-

yonu

- 1 1 1
G(r,r)—E[__,, —_ = = } (3.5.9)

a 2
r—-r ” ar

seklinde yazlabilir.

Elektrostatik kevram, n > 3 icin R" de gergek bir anlam tagimasa bile bu balgelerde
de kullanilabilir. 7€ R® noktasmda birim ytkten kaynaklanan potansiyel

1 1 1 1
pl—, n=2ign ; ———— | n>3ic¢n (3.5.10)
2n I _ TI Sn ;J_;.l .

seklinde olup buradaki S,, R® deki birim yuvann ylizey alamdir.
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3.6. Kompleks Degigkenli Analitik Fonksiyonlar ve iki Boyutlu Laplace
Denklemi

Kompleks degigkenli analitik fonksiyonlarla iki boyutlu Laplace simr deger prob-
leminin goztimiinde ortaya cikan iki reel degigkenli harmonik fonksiyonlar arasinda
Onemli bagintilar vardir. Bu kismn iyi anlagihnas: igin kompleks analizden baz

temel sonuglar ve basit bir trnekle konform (conformal) egleme metodu verilecektir.
z =z + 1y olsun. Kabul edelim ki,
f(2) = ulz,y) +iv(z,y) (3.6.1)
2 C R? de z nin analitik bir fonksiyonudur. Bu durumda
w(z,y) =Ref(z) , u(z,y)=Imf(2) (3.6.2)

fonksiyonlar: z ve y reel degigkenlerinin reel deferli analitik fonksiyonlandir. Bu
fonksiyonlar f(z) nin sirasiyla reel ve imajiner kisimlari olarak bilinir. f (z) nin
analitikligi icin gerekli bir kogul, u ve » nin

Up =y, U=~V ; (Z,y) €N (36.3)

Cauchy-Riemann denklemlerini saglamasidir. Eger u ve v fonksiyonlann Cauchy-
Riemann denklemlerini saghyorsa,  da Laplace denklemini saglar. Yani,

Upz Uy =0, Voz+ vy =0 ; (Z,y)GQ (3'6'4)

dir. Bu nedenle analitik bir fonksiyonun reel ve imajiner kisimlart harmonik fonksiyon-
lardir. Ornegin,

f(2) =€ =™ = " cosy +ie"siny

fonksiyonu tiim z-dtizleminde z kompleks degigkeninin analitik bir fonksiyonudur.
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Bu fonksiyonun reel ve imajiner kisimlan olan
u(z,y) =e"cosy , v(z,y) =e"siny

fonksiyonlan ise R? de z ve ¥ reel degfiskenlerinin harmonik fonksiyonlartdur.

Kompleks degigkenli bir analitik fonksiyonun reel ve imajiner kisimlar: olan u{z,y)
ve v(z,y) harmonik fonksiyonlarina harmonik eglenik denir. Basit baglantih Q bol-
gesinde verilen u(z, y) harmonik fonksiyonunun © daki harmonik eglenigi bir integ-
rasyon sabiti farkiyla belirlenir,

Harmonik fonksiyonlarin zengin kaynaklar yaninda kompleks degigkenli analitik fonk-
siyonlar, agefida belirtilen énemli dzellikten dolayr iki boyutlu Laplace denklemi
caligmasinda Snemli bir rol oynar:

Kompleks degigkenli analitik fonksiyonlarla tanumlanan degigken donislimi altinda
harmonik fonksiyonlar harmonikligini korur.

Birbirinin tersi olan w = f(z) ve z = F (w) fonksiyonlart analitik olsun Bu du-

rumda ii-— = f'(z) ve -d— = F’ (w) ttrevleri sifirdan farkh B - dz G,

2 = z + iy, w = u + v olmak Uzere u(z,y) , v(z,y); = (z,v) , y(u,v) ler sirasiyla
f(2) ve F (w) nin reel ve imajiner kisimlars iseler

v=u(z,y) , v=0v(z,y) ; } (3.6.5)

z=a:(u,'v) » Y= y(u’u)

bagmtilan koordinatlerm singiiler olmayan bir dontigtimiinit tanmmlar. Kabul edelim
ki U(z,y), « ve y defiskenlerinin C?(Q) deki bir fonksiyonu olsun, Bu durumda
zincir kuralim ve Cauchy-Riemann denklemlerini kullanarak

Usz + Uy = (Uun + U} |f (2 (3.6.6)
oldugu gortilir. z ve y nin U(z,y) fonksiyonu harmonik ise « ve v nin fonksiyonu

olan U (u,v) = U (z (,v),y (u,v)) déntigmily fonksiyonu da harmonik olacaktir.
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Harmonik fonksiyonlarin yukandaki déniigiim dzelligi pratikte ¢ok kullamighdir. Orne-
gin ry-diizlemindeki bir £ bslgesinde verilen

AU=0, Qda ; U=¢, O lizerinde

Dirichlet problemini dikkate alalm. Kabul edelim ki; w = f (2) fonksiyonu 2-dtiz-
lemindeki © bélgesinde tanimh ve harmonik, (2 bolgesini w dtizlemindeki € bolgesine
eglesin. Ayrica ' de tammli ve analitik olan, ' nl © bolgesine egleyen bir z = F (w)
tersine sahip olsun. 2 da kesigen herhangi iki efri arasindaki aq korundugundan,
w = f (z) fonksiyonuyla Q2 bélgesininin ¥ bélgesine eglenmesine konform (conformal)
egleme denir (§¥ deki gbriintil egriler de aym ag ile kesigir).

=
5

z-diizlemi w-diizlemi

Sekil 3.6.1.

7
A

Boyle bir konform egleme altinda Q bolgesinde Uz, y) icin verilen Dirichlet prob-
lemi, ¥ de U (u,v) doniigmits fonksiyonu igin Dirichlet problemine d8niigitr. Bu son
problem ¢8zitldugu takdirde z-dilzlemine geri doniilerek orijinal Dirichlet problemi-
nin ¢iziim{l elde edilir.

Ornek 3.6.1. Birim dairede verilen

AU(r6) = 0,0<r<1, -w<b<n
1, 0<8<

UL,60 = ' =7
-1, —x<8<0
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Dirichlet probleminin ¢dziimiini bulunuz.

Problem, gekildeki z-diizleminde belirtilmigtir.

A
[U=1
B
Q
C A
X
F E
D —_— U=-1sD
w= .l_ti E"
=-1 1-z
z-ddzlemi ' w-dizleni
Jekil 3.6.2
142
= 3.6.7
w=1— (36.7)

fonksiyonu @ = {z: || < 1} dairese] bolgesinde analitik ve 2 y1 w—dlzlemindeki
¥ = {w : u=Rew >0} yan dizlemine ve Q nm simurm da sekilde gosterildigi
haliyle ¥ niin siirina egler. w—diizlemindeki dontigmil problem,

AU(u,v) = 0,0<u<00, —00<v <0
1, 0<v<o©
-1, —co<v<0

geklindedir. Bu problemin sirh ¢ziimil (2.2.21) den

U(0,v)

U(u,v) = %a:ctan(%) (3.6.8)

geklindedir, Orijinal problemin ¢dzlimii igin z-dtizlemine donitimelidir. « vev, z ve
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y depigkenleri ile degistirilmelidir. (3.6.7) den kolaylikla

U Skt 'l R
(1-2)*+4? (-2 +y?

bulunur. Bu nedenle verilen (orijinal) Dirichlet probleminin ¢bzfimil

2 2
U (Z,y) = ; arctan (.]—._——fézl——yz) (3.69)

dir.

Bu metodun uygulanabilirligi, konform egleme ile elde edilen ddnilgmiy bolgeler
haklandaki bilgimize dayamr. Q # R2 olmak iizere pargali diizgiin sinirh, iki boyutlu
basit baglantili herhangi bir 2 bélgesinde verilen Dirichlet probleminin ¢Szlimiinde
konform egleme metodu kullanilabilir. Riemann i meghur egleme teoremi, bayle bir
bolgeyi konform egleme ile acik birim daireye, bolgenin sminm da dairenin gevresine
eglemeyi ifade eder. Bu nedenle 2 bblgesinde verilen Dirichlet problemi, birim diskte
verilen Dirichlet problemine déniigiir. Bu problemin ¢8zimii ise Poisson integrali ile

3.7. Neumann Problemi

Q, R" de siun 8Q olan duzgtn sinwrh bir bolge; 7=7 (z) , = € 80 noktasindaki
dig birim normal vektdr ve f fonksiyonu 85} (zerinde tammbh ve stirekli olsun. Neu-
mann problemi, Q da Laplace denklemini saglayan ve 82 tizerindeki dig normal tiirevi
T ye egit olan u € C%((}) fonksiyonunun bulunmasidir. Bu problem asafdaki gekilde
verilebilir.
Viu=0 , Q da (3.7.1)
Bu (z)
on
denklemlerini saglayan u fonksiyonunu bulalim. Durumun elemanter diizeyde tutu-
labilmesi icin € ve f ye nisbeten agir kogullar yiilklenmigtir. Agegndaki iki teoremin
ispati1 daha kolay yapabilmek igin ek olarak kabul edelim ki, u € C*((}) olsun.

=f(z) , z€dQ (3.7.2)
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Eger u,(3.7.1) ve (3.7.2) ile tammlanan Neumann probleminin bir ¢dztimit ise ¢ her-
hangi bir sabit olmak tizere u+¢ de Neumann probleminin bir ¢ozttmttdir. Agagidaki
teorem gostermektedir ki, Neumann problemin ¢tzitmii bir toplama sabiti ile tekdir.

Teorem 3.7.1. Neumann probleminin herhangi iki ¢bziimii bir toplama sabitiyle
birbirinden farkhdur.

ispat: f(z) = 0 olmak fizere (3.7.1) ve (3.7.2) ile tanimlanan Neumann probleminin
herhangi iki ¢Bziimil u; ve u, olsun. Bu iki ¢8ziimiin fark olan = u; — u, , (3.7.1)
ve (3.7.2) yi saglamahdir. Birinci Green 8zdegliginde » = w =t almrsa

/ IV iffde =0
!
elde edilir. Buradan % niin  iginde bir sabit olmas: gerektigi agiktir. f verisi
/ Fl@)do=0 (3.7.3)
on
kogulunu saglarsa (3.7.1) ve (3.7.2) ile tammlanan Neumann probleminin bir ¢oziime

sahip oldugu ispatlanabilir.

Teorem 3.7.2. (3.7.1) ve (3.7.2) ile tamimlanan Neumann probleminin ¢bziimiintin
varlig icin (3.7.3) kogulu gereklidir.

Ispat: Eger «, Neumann probleminin bir ¢oztimit ise Divergens teoremini kullanarak

0= /V’udz /VVuda: /Vundor/ a—do = /f(z)da

bulunur.

89 tzerinde verilen f (z) 1s1 alagiun  bolgesinde herhangi bir noktadaki sabit si-
caklih olan u fonksiyonunun fiziksel anlarm, 89 ya toplam st akugiun “0” olmasim
gerektiren (3.7.3) kogulunun gerekliligini agiklar. Eger bu olmasaydi, §2 bolgesindeki
151 enerjisinde net bir depigiklik olacaktr. Bdyle bir degigiklik ise sabit hal kogullan
altinda mtimktin degildir.
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Ornek 3.7.1. R? de birim dairede verilen
Au=0,0<r<1l, —n<8<n (8.7.4)

‘_9.".%1) =~f(0) , —r<0< (3.7.5)
Neumann probleminin ¢ziimiinil bulunuz.

Bir ¢ziimiln varli$ icin gerekli olan (3.7.3) kogulu bu problemde,
/ F0)do=0 (3.76)

dir. Problem, birim daire igin verilen Dirichlet probleminin ¢bziim metoduyla ¢hztilebilir.
Harmonik fonksiyonlarin

w(r,0) = % +f:r" (Ancosnf + B, sinnd) 3.7.7)

n=1
formundaki lineer kombinasyonu geklinde bir ¢bziim aranmaktadir. Efer

F(@) =Y (nAncosnd +nB,sinnf) , - << (3.7.8)

n=1

geklinde ise (3.7.5) sir kogulu saflanacaktir, f nin stivekli ve dairenin smirmda
parcah stirekli oldugunu kabul edilirse, f

£)=2+) (eacosnf+bsinnb), ~r <O
n=1

geklinde bir Fourier serisi ile gosterilebilir. Ayrica f nin (3.7.3) kogulunu saglamast
gerektiginden 1‘22 terimi “0” olacaktir. Efer

x
N n=
= = -mr/f(a)cosnade  n=1,2,.. (3.7.9)
B, = ’ﬁ_i]f(o)sinnodo ; n=1,2 (3.7.10)
n—n—nw : = 1,2,... o d
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seklinde ise (3.7.8) saglanacaktir. Bu durumda, Ag keyfi olmak fizere verilen Neu-
mann probleminin ¢8ziim{

u(r,0) = %’l +Zr" (A cosnf + B, sinnf)

n=1

geklindedir. Teorem 3.7.1. e gére bu ¢dzlim sabit farkiyla tektir.

Bir gembere gore inversiyon metodu kullamiarak Teorem 3.7.1. ve 3.7.2. nin, { min
timleyininin bir daire iermesi ve u yu simrh birakan sonsuzdaki bir kogulu salamasi
sartiyla bir Q dig bolgesindeki Neumann problemi igin gegerli oldugu gorultr. Q
basit baglantili bir bdlge ise bu bolgede tammlanan Neumann problemi, (3.7.3) tn
saflanmasi koguluyla aym bolgede tammlanan bir Dirichlet problemine dénfigebilir.
Dénigtim metodunda harmonik eglenik fonksiyonlarm 8zellikleri kullamlr.
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4. POLIHARMONIK FONKSIYONLAR

4.1. Poliharmonik Fonksiyonlar

QCR*de
o 82
Au = (E:—% + ..+ -az—?.) u=0 (4.1.1)

Laplace denklemini saglayan herhangi bir » € C? () fonksiyonu, £ da harmonik
fonksiyon olarak tammlanrugts.

Tanim 4.1.1. p > 2 olan bir tamsay1 olmak {izere

& 2\’
AP’U, = (E‘ + e éz—ﬁ) U= 0 (4.1.2)

denklemine poliharmonik denklem, bu denklemi saglayan u € C?? geklindeki fonksi-
yonlara da poliharmonik fonksiyon denir.

p = 2 tzel hali biharmonik olarak bilinir. Aymca, A Laplace operatériintin (4.1.2)
deki kuvvetleri
ANu=AAN"Y) ; p=12,.. (4.1.3)

geklinde tammlanur.

4.2, Laplace Operatériiniin Baz1 Ozellikleri
Teorem 4.2.1.  C R" de u,v € C%() olsun. O takdirde

6u6v

Auv) = Z 5 s (uv) = vA(u) + uA(v) +2 Z (4.2.1)
dir,
ispat: %(uv) = v% + ug—:i ve

%?(“”) - = (az( )) 31(3:'+ gv‘)
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o2 Guou Ou Oudv v
—a—z—?-(u’u) = 5:1::_8;;4‘”55:?-'-5_1—;6_:1’;-‘_“—8}?
o T T ety
- ”az,? ”ax? Oz; Oz;

seklindedir. Buradan

A(uv)

[

i ou v
Zazz(m’) Z[ '"' z2+2axi5;;]
= ,Z; +uz +226m;8z4

Bu Ov

= vA(u)+uA(v)+225;5;
g=1 " f "

elde edilir. Boylece teorem ispatlanmmsg olur.

A 1/2

Teorem 4.2.2. 2 C R® deu € C*() harmonik bir fonksiyon ver = (Z z';’) olsua.
=

O takdirde m herhang] bir reel say1 olmak tizere

=\ du
L2 Y — -2, m—2 Phated
A(r™u) = m{m 4+ n — 2)r™“u + 2mr ; z; . (4.2.2)
dir.
ispat: Teorem 4.2.1. ile verilen
Su v
A(uv) = vAu) + vA(v) + 22 32, 95,
ifadesinde v yerine ™ konulursa
) = my 49§ Du O
A(F™u) = r™Au) + wA(r™) + 2;: 5o G0 (4.2.3)

elde edilir. Diger yandan

ar 1T —
— =™l — =mr™ ‘—; = mz;r™?
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oz? Oz; \ Oz;
or

—2 =3
mr™ ™ + m(m — 2)za™ S —

i
= mr™?+m(m — 2)zZrm™*

&rm i} (67'"‘) 8

]

dir. Buradan
n n
a2,,.m -2 m—4
A@Fr™) = 2 B2 = 2 [mr™? + m(m ~ 2)z?r™]
n n
= E:m'r""‘2 +m(m — 2)r™* Z z?
i=1 =
= mar™? 4 m(m — 2)r™ 42
= mnr™? + m(m — 2)r™2
= m(m+n-2)r™?
ve

geklinde bulunur. % harmonik fonksiyonu igin Au = 0 oldugu dikkate alnarak
yukarida elde edilen sonuglar (4.2.3) de yerine yazlirsa

A(r™u) = m(m +n — 2)r™ %u + 2mr™2 Zzg o
4

bulunur ki bu, ispat1 tamamlar.

Teorem 4.2.3. Q C R™ de u, € C*(2), A-ymna dereceden homogen harmonik bxr

n

1/2
fonksiyon ve r = (z :c?) olsun. Bu durumda, m herhangi bir reel say1 olmak
lzere =

A{r™uy) = m(m +n+ 2\ - 2)r™ %y (424
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ispat: A-ymei dereceden homogen u harmonik fonksiyonu, Euler teoreminden dolay:

Zz,— = )\'U-)‘

egitligini gergekler. Bu sonug (4.2.2) de kullamlirsa

A(r™uy) = m{m+n—2)r™ u, + 2mr™ 2 uy

m(m +n+ 2\ — 2)r™2u,

bulunur. Béylece teoremin ispat: tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.4. A Laplace operatoril ve

Za: =T
olmak fizere
AT =(2+T)A
dir.
Ispat: Teoremin ispatint 6nce n = 3 igin yapalm. Bu durumda

82 & & i}

A=ﬁ+b?+523

oy
alinabilir. T operatoriine A Laplace operatéril uygulandifinda

o7 = (gt apt 5"1)(%*-?% “2)
 E(dd) S (g d)

a;:za( “’ay )

- £ (k)
%[:z( +"’8y ;fi)]
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(4.2.5)

(4.2.6)

“2.7)
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(9 & o ia d &  a i lig
AT = *a;(b;-l-&"a;-}'ym'}'zb—a}s;)+5§(Z-a—;a;+5§+y5yj+z—a—§a—z)
(e B
020z Yoyoz T 9z o

az ® B, 5 & B &
- (6:::2 azz”a—za” a2y axzaz)+(xw+5ﬁ+a?

ws )+( # il 2,2 63)
Yoy T opaz 5202 Voyer Y o2 t o “azs

=2(32 o? 62)+z (6’+_6_2_+62) (82 62 32)
6:1:2 o2 67.2 dr \0z2 Oy 022 62:2
+z—(—-—+—a-—2-+-?i)
Oz \0z2 ' 8y ' 022
[7] ] 62 e &
= (2+:|:a +y6y az)< 6y2 022)
= 2+7)A

bulunur. Bu ise n = 3 igin ispati tamamlar.
Simdi de ispat1 n igin yapahm. © C R de u € C3(Q) olsun. Bu durumda

- (52 (5o)

&(5-2)- L2 (E2)
C$efEa(e)- za,,i[ﬂw e
- Bl k] £lR ok (Bef)

(AT)u

]

]
1M
.."Ll ®

B ;[ Ean(’azaz,)] }:[azu & iz""”“a”:]
- ShE R0 @50 52)

(2+z”’az) (Z ) =(2+T)Au

i=1

yazilabilir ki, buradan
AT=(2+T)A
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sonucu elde edilir. Bylece teoremin ispat1 tamamlanmig olur.

Teorem 4.2.5. m herhangi bir reel say1, p > 2 olan bir tamsay: ve

olsunlar. Bu takdirde
m—-2+n—242T=T, ; j=0,1,.,p—1 (4.28)

olarak tanimlanan T; (j=0,1,...,p—1) operatorleri carpima gore deffigme &zel-
ligine sahiptir.

ispat: & # ! olmak tizere j = k ve j =l icin kargihk gelen operatorler sirasiyla
Ty=m—-2k+n-24+2T ve Tj=m-2+n-—-2+2T

olsun. Bu durumda u € C?(Q) olmak ilzere

(TeT)u Te(Tw) = (m—2k+n—2+2T) [(m — 2l +n — 2+ 2T)y]
= (m—2k+n-2+2T)[(m—2l +n— 2)u + 2Ty
= (m—-2k+n-2)[(m~-2+n—2u+2Tu]+2T{(m~-2l+n-2u+2
= (m=2k+n-2)[(m—-2l+n—2)uj+ (m—2k+n-2)2Tu) +
2T [(m — 2L + n — 2)u] + 2T (2Tw)
= (m=2+n-2)(m—-2k+n—-2)u+2T(m~2k+n—2)u
+{(m—-2l+n—2)2Tu+2T2Tu
= (m-2+n-2+2T)(m—-2k+n—-2)u+(m—~2l+n—2+42T)2Tu
= (m-2l+n-2+2T)[(m~-2k+n—2+2T)y)
= Ti(Tiw) = (TiTe)u

elde edilir. Buradan
.7y = TiT,

82



oldugu gorillmektedir.
k = I durmmunda ise agikar olarak saflandigindan T; ( j=0,1,...,p—1) operatdrlerinin
carpima, gore degigme dzellifii vardir.

Teorem 4.2.6. A Laplace operatoril olmak tizere T; (j =0,1,...,p—1) ler (4.2.8)
ile tammlansin. Bu durumda

AT, =(A+T)A ; §=0,1,.,p—1 (4.2.9)

dir.
Ispat: u e C3(R) geklindeki bir fonksiyon ve j =0, 1,...,p— 1 icin

(AT))u A(Tu) =Al(m —2j+n—2+2T)y]
Af(m — 25 +n — 2)u] + A(2T'w)

{m—~2j +n—2)Au+2(AT)u

il

bulunur. (4.2.7) egitlifinden AT = (2 + T') A oldugu dikkate ahmrsa, bu durumda

(ATyyu = (m—2j+n—2)Au+2[2+T)Alw

(m—2j+n—2)Au+ (4+2T)Au

[

B+(m-2j+n—-2+2T)]Au
(4+TjAu

]

olur ki buradan j =0,1,...,p—1 icin
AT; = (4+THA

sonucu elde edilir.
Teorem 4.2.7. u € C¥ harmonik bir fonksiyon ve p > 2 olan bir tamsay1 olmak
{izere

1 n
a
d = 2p — 94 —-924 - i oo
AP(r™u) = 7™ ! I(m 25) (m 2i+n—-2+2 E—l z; Ba:i) u (4.2.10)
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dir.

ispat: Teoremin ispatinda timevarim metodu kullamlacaktir. Belirtelim ki; (4.2.2)
ifadesi (4.2.6) kullandarak

Ar™) =mr™ 2 (m+n—2+2T)u (4.2.11)

geklinde de yazlabilir,

Tumevarim metoduna gore ilk olarak, p = 2 icin (4.2.10) ifadesinin dogrulugunu
gosterelim. (4.2.11) egitliginin her iki yanna A Laplace operatbrit uygulanrsa

A[AF™u)] = A [mr™ 2 (m+n ~2+2T)

A¥(r™y) = m(m +n — 2)A(r™ ?u) + 2mA (r™*Tu) (42.12)

elde edilir. (4.2.11) de m yerine m — 2 almursa
Ar™2) = (m —2) r™4 (m— 2 +n—2+2T)u (4.2.13)

bulunur. Aymica Teorem 4.2.4. den ve u fonksiyonu harmonik oldugundan dolayr
Au = 0 olup

A(Tu)=(2+T)Au=0

dir. Buradan Tu nun da harmonik bir fonksiyon oldugu goriilmektedir. Tu nun
barmonikligi dikkate alinarak (4.2.11) de m yerine m — 2 ve u harmonik fonksiyonu
yerine de Tu konulursa

A(r™?Tu) = (m-2)r"*(m~2+n~2+2T)Tu (4.2.14)
elde edilir. (4.2.14) ve (4.2.13), (4.2.12) de yerlerine yazilusa

AYr™u) = mim+n—-2)(m-2)r" 4 (m-2+n-2+27)u
+2m(m—2)r"*(m—-2+n~2+2T)Tu



A(r™) = m(m—-2)r™ 4 (m—-2+n—-2+2T)(m+n—-2+2T)u

bulunur. T =) "z 0 yomlursa
i=1

33,'

n F.] n f
2¢.m,\ __ md - - - i - ig
A*(r™u) = r""*m(m - 2) (m 2+n 2+2§z'6:m) (’rn+n 2+2§E'62,~)u

elde edilir. Egitlifin sagindaki operattrier Teorem 4.2.5. den dolay1 degigme tzelligine
sahip oldufundan

A(r™y) = r™*m (m — 2) <m+n—2+2Zz‘a—a-) (m—-2+n—2+22z,~-5q—) 2
- O =1 ¢

T
bulunur ki bu sonug p = 2 igin (4.2.10) u gergekler.

p— 1 igin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

-2 n
8
1¢,m, N\ __ m~2(p~-1 - . 9
AP ™) = (o~ )H(m —~2j) (m -2j+n-—-2 +2>:x’6z4) u  (4.2.15)
i=0 =1
dogru olsun. Burada (4.2.6) ve (4.2.8) egitlikleri kullambrsa
AP (r™y) = P 20-Um(m — 2)... (m — 2(p — 2)) ToTh.. Tp-gu (4.2.16)
elde edilir. Bu egitlifin ber iki yanmna A Laplace operatorit tekrar uygulamrsa
A (AP u)] =mm ~2)...(m - 2(p - 2)) A [P IR T, T, u]  (42.17)
bulunur. Diger yandan Teorem 4.2.6. dan dolay1

ATy=(4+T)A ; j=0,1,.,p—1

oldugundan



ARTI...TP..3TP_2 = (4+ TH)AT... Tp-3Tp-2

(4+T0)(4+ T4+ Tos)AT, 5
A+ T +T0)...(4+ Tps)(d+ Tp2)A

i

yazilabilir. » fonksiyonu hermonik oldugundan Az =0 olup
ATT... ,..2u (4 + %)(4 + T1) (4 -+ T,_g)Au 0
olarak bulumur. Buradan T,T;..Tpou nun da harmonik oldugu goriilmektedir.

Dolayisiyla. ToT)...Tp—ou nun harmoniklii dikkate almarak ve (4.2.11) den yarar-

lanarak

A [Tm—g(P—l)%Tl. ..T,,_gu] =

=(m-2(p—-1)r%0-2  (m_2p—1)+n-2+2T) LT Tpsu
(4.2.18)

bulunur. m ~2(p—~1)+n—-2+2T=T,; dirve j=0,1,.,p—1 igin T} ler
degtigme ozelligine sahip oldugundan (4.2.18) egitligi,

A [ IR T qu] = (m—2(p~ 1)) 7™ 2T T g Ty u

geklinde yazilabilir. Bu sonug (4.2.17) de kullanilirsa

AP(r™) = m(m—2)...(m ~ 2(p — 2)) (m — 2(p — 1)) P2 V2T, T,y T, g
= m{m—2)...(m - 2(p ~ 1)) P Tpsu
= % (:ﬁ(m - 2]')13) u
=0
bulunur. Burada

n
] ,
T, =m—2+n—2+2T ,T=Zz.-b-; i §=0,1,..,p-1
i=1 d
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=

p-1 n
82(r™u) = =2 [ (m - 25) (m -2j+n-2+ 22:;%) u
1 13

=0

elde edilir ki bu sonug (4.2.10) un kendisidir. Yani; p — 1 igin dogru oldugu kabul
edilmig olan (4.2.10) un p i¢in de dogru oldugu grilliir, Boylece timevarimla. ispat
tamamlanmigtir,

Teorem 4.2.8, u) € C¥(f)), l-yma dereceden homogen harmonik bir fonksiyon

n 1/2

vers= (Zz?) olsun. Bu durumda, m herhangi bir reel say1 ve p > 2 olan bir
i=1

tamsay1 olmak {izere

-1
AP(rmuy) = ™ [[(m - 2j) (m ~ 25 +n — 2+ 2X) ux (4.2.19)
j=0

dur.

ispat: A-yinc1 dereceden homogen u harmonik fonksiyonu, Euler teoreminden dolay

Z ﬂ:;%- = /\’U.x
= Ow
egitligini gerceklediinden bu sonug Teorem 4.2.7. deki (4.2.10) egitlifinde kullamlirsa

1
AP(r™uy) = P % H(m —-2))(m—2j+n—2+2X)u,
i=0
elde edilir.

Teorem 4.2.9. j =0,1,..,p~ 1 igin u,, € C?(Q) ler );-yinci dereceden homogen
harmonik fonksiyonlar olmak tizere

-1 ot
w = Zrzj Uy, Ve wy= E 22Dy,
=0 j=0

fonksiyonlann APw = 0 denkleminin ¢Bzitmleridir.
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ispat: Teorem 4.2.8. deki
r-1
AP(rmuy) = ™2 [(m - 27) (m — 2+~ 2+ 20w

3=0

esitlifinde A yerine );, sirasiyla m yerine 2§ ve 2j —n + 2 — 2A; abnirsa

APy ) =0 ; Auy =0, j=01,.,p~1 (4.2.20)

AP(rP 2By, =0 5 Auy, =0, j=0,1,.,p-1 (4.2.21)

bulunur. Buradan gortilmektedir ki; j = 0,1, ...,p — 1 igin r%u,, ve 2%y,
lerin herbiri A?w = 0 denklemini saglar. Bu denklem lineer oldugundan

-1
wi=) My ;5 Buy=0, §=0,1,..p-1 (4.2.22)
=0
ve
-1
Wy = 27'21""‘"2'2)‘114;\, 3 A'u,;, =0, j=0,1,.,p-1 (4.2.23)
§=0

fonksiyonlan APw = 0 denkleminin ¢fzlimleridir.

Teorem 4.2.10. APw = 0 poliharmonik denkleminin w =r™ (m herhangi bir reel
say1) tipindeki ¢8zlimleri, A; ve B; ler keyfi sabitler olmak tizere

-1

wy = E Aj’l’aj
=0

ve
p-1

Wy = Z Bjrzj—n+2
F=0

geklindedir.

ispat: u = 1 harmonik fonksiyonu 0. dereceden homogen oldugundan, (4.2.20) ve
(4.2.21) egitliklerinde uy, =1 ve A; = 0 alursa sirastyla



AP =0 ; j=0,1,..,.p—1

AP ™2y =) ; §=0,1,.,p—1

olacaktir. Buradan goritimektedir ki; 7 = 0,1,...,p — 1 icin 7%/ ve r%-7+2 fonksiyon-
larmm herbiri A?w = 0 poliharmonik denklemini saglar. APw = 0 denklemi lineer
olduundan bu gbztimlerin lineer kombinasyonu da denklemin ¢ozitmleridir. Bu du-
rumda APw = ( denkleminin ¢8zlimf,

p—1 -1
w= Z Aj’I‘Qj + Z B:,"I'Zj“n-l"2
=0 =0

seklindedir.
4.3, Almansi Acgilimu

Teorem 4.3.1, j=0,1,...,p — 1 igin u; ler harmonik fonksiyonlar olmak tizere

1
w= Zr’juj (4.3.1)
=0

fonksiyonu APw = 0 poliharmonik denkleminin ¢dztimadur.

ispat: Teorem 4.2.7. deki

p=1 n
i)
g2 - :
AP(r™y) = PH(m—2]) (m—2]+n—2+221’¢azi)u
j=0 =1
egitliinde m = 2§ alimirsa
AP(PYu) =0 ; Aw; =0, j=0,1,..,p—1
elde edilir. Buradan j = 0,1,...,p — 1 i¢in 7u; lerin herbiri APw = O denklemini

safflar. Bu denklem lineer oldugundan
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1
W=Zrzjuj ; Aw; =0, j=0,1,.,p—1
§=0
fonksiyonu ¢Bztimdiir.

Ozel olarak; ug, u;, ta harmonik fonksiyonler olmak tizere p = 2 olmas: halinde
w=ug+ry
fonksiyonubiharmonik,pr-—-aolmaslhalix.adebe
w =g + Puy + 7y
ifadesi poliharmonik fonksiyondur.

i=0,1,..,p— 1 icin us ler harmonik fonksiyonlar olmak {izere, bir poliharmonik
fonksiyonummn harmonik fonksiyonlar cinsinden

-1
w = Zr”ug
F=0

geklindeli aghmma Abnonsi agilims denr.



5. GENELLESTIRILMIS EKSENSEL SIMETRIK POTANSIYEL TEORI
(GASPT) DENKLEMI ve BAZI COZUMLERI

5.1. Genellegtirilmig Eksensel Simetrik Potansiyel Teori (GASPT)
Denklemi

Tamm 5.1.1. ay, ..., a, ler reel sabitler olmak lizere

=~ (FPu  o;0u
s ; (6_3? * EEE) =0 (5.1.1)

eliptik denklemine Genellestirilmis Eksensel Simetrik Potansiyel Teori (GASPT)
Denklemi denir. Bu denklemi saglayan u € C?(Q) fonksiyonlariua da Genellegti-
rilmig Eksensel Simetrik Potansiyel Fonksiyon denir.

Ozel olarak, i = 1,...,n icin @; = 0 olmasi durumunda (5.1.1) denklemi Laplace
denklemine donfigtir.

5.2. L Operatdriiniin Baz1 Ozellikleri

Teorem 5.2.1. Q C R de u,v € C%(Q) olsun. Bu takdirde (5.1.1) de L operatdril
igin
Ou v

L{uv) = vL(u) + uL(v) +2 Z 9z, 0z,

(5.2.1)

o
+ uga:—i

Ispat: i=1,..,n igin i.(uv) = 'uﬂ ve

Oz; Oz;

éazig‘“”) ai (az,( )) o (g:+ gvz.-)

den oo,
"~ Or;0z; 0z Oz;01; Oz?
82u v _Oudv

= 2+'u.a$2 53:—‘5;:—‘

"z
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seklindedir. Buradan

L(w) =

az‘z 33.’2 Oz, dz; a-"-'t

% &
= "Z (Bz’ + z,&z‘) +"Z (322 t 3:1:‘)
ou 0

= oL(u)+uL(v)+2 Z dz; 0z;

elde edilir. Boylece teorem ispatlanms olur.

(o) o2 (vpe s

_s Pv ouBu) o 0udy
- i=Z [ ( T 8::,) tu (az’ e 3$.) +2a.'b',' az.]

Teorem 5.2.2. 2 C R" de v € C?(Q) fonksiyonu Lu = 0 denkleminin bir ¢ozfim

1/2
ver = (Za:) olsun. O takdirde m herhangi bir reel say1,

= %
ve n
Sesma
=1
olmak {izere
Lry) =mr™?(m+n-2+a+2T)u
dir.

ispat: Teorem 5.2.1. ile verilen

> du &
L(uv) = vL(u) + ul(v) +2 Y 75—
;l 81" aI.'

egitlifinde v yerine r™ konulursa

Ou Or™

L(r™u) = "'L(u)+uL(’r"')+2Z B2, o

(522)

(5.2.3)

(5.2.4)

(5.2.5)



elde edilir.

8%rm or (or™ or
Bz% - aI.' 6:»:;

— 3 Or
mr™ 2 + m(m — 2)zg™ 35&'—‘.

I

= mr™ %+ m(m — 2)zr™*

geklindedir. Diger yandan

(6’7’ + maf")

Lir™) = e

mr™ 2 + m(m — 2)z2r™t + S:-ml’.""m _2]
5

[m ™2 + m(m — 2zir™ T+ a,mr"‘"z]

[}
M H'M: E'__[\ﬂ: TM:

m;r"“2 + Zm(m 2r™ 4 Zm 20

= ""221+m(m 2)r -“Zz +me™ 220«

1/2
olup burada Zm a ve (Zz.) =r den yararlamhrsa
i=1

L(r™) = mnr™?+4+m(m - 2)r™ 47 + mor™?

mnr™ 2 + m{m — 2)r™2 + mar™?

mr™ 2 (m+n~2+a)

(5.2.6)

olarak bulunur. Aynca, Z ::.—-8—_ = T geklinde tammlandiim dikkate alarak

‘

Zaz. o ; aa 8:1:; B 1 6::.
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n du 2 Bu
_— M-2ip " — mr™2 —
8z B ;"" Tom ™ ;"az,.

mr™ Ty (5.2.7)

]

seklinde elde edilir. % nun Lu = 0 denkleminin ¢bzlimil oldugunu gbzoniinde bulun-
durarak (5.2.6) ve (5.2.7) ile edilen somuglar (5.2.5) de yerine yamlirsa

Lir™u) =mr™*(m+n—2+a+2T)u

bulunur ki bu, ispat: tamamlar.

Teorem 5.2.3. Q C R"de uy € C*(), Lu = 0 denkleminin A-yma dereceden
1/2

homogen bir ¢tztimil ve r = (Za:?) olsun. Bu durumda, m herhangi bir reel
say1 olmak {izere r

L(r™u) = m(m +n + a 42X ~ 2)r™ 2y, (5.2.8)
dir.

ispat: A-ymct dereceden homogen u, fonksiyonu, Euler teoreminden doley:

Bux
Zz;a—% = T‘U.,\ = /\’MA (5.2.9)

i=1

egitligini gergekler. Bu sonug (5.2.4) de kullamilirsa

L(r™u,) m(m +n + a ~ 2)r"2u, + 2mr™ 2Ty,

]

m(m +n+ a — 2)r™2uy + 2mr™ 2\,

m{m+n+a+2X —2)r™ 2y,

bulunur. Béylece teoremin ispat: tamamlanr,

Teorem 5.2.4. ¢; ve ¢; keyfi sabitler olmak tizere

Uy =¢ ve uy =cur e
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fonksiyonlarimn herbiri Lu = 0 denkleminin ¢dztimleridir.
ispat: Teorem 5.2.2. deki
Ler™u) =mr™ 2 (m+n—2+a+2T)u
egitlifinde » = 1 ve m yerine sirasiyla 0 ve 2 — n — o ahnirsa
L()=

ve

L(#™) =0

elde edilir. Buradan gbritlmektedir ki, 1 ve r*~"~* fonksiyonlarmn herbiri
Lu = 0 denklemini saflar. Lu = 0 denklemi lineer oldugundan bu ¢dzlimlerin lineer
kombinasyonu olan

u=cp + cpri (5.2.10)

ifadesi de ¢bztimdiir. Bu sonug, Lu = 0 denkleminin % = 7 tipindeki ¢bziimldiir.

A 172
Teorem 5.2.5. o, ...,y ler reel sabitler ve r = (Z zf) olmak tizere
i1

Pu  o;6u
Lu= Z (8:1:2 Z; Bz‘) 0
denkleminin u = f(r) tipindeki ¢tztimleri, ¢, ve c; keyfi sabitler olmak tizere
u=e + 021.2—:1—0
n
geklindedir. Burada Z o; = dir.
=1

ispat: u= f(r) , Lu = 0 denklemini saglamahdir. O halde

L(f(r)) = Z (62f () , 28 (r)) (5.2.11)

:B. 6::;
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olmalidir. Diger yandan

WO - rr = s

ve

Ffr) 8\ _ 1 Ti

o 55(%‘) ‘5z7(f 07)
= f"(")—“—'l'f'( )-—f'( )Tgam

f'(T);-f'(?);s-l‘f"(T)g

I

tirevleri (5.2.11) de yazliusa

L) = Y- (red-rod+ rod+ 2r0%)
z?

i=]
4 1 " !
= Sretasa+ (roz-roz)]
ol o, b
= ey are)+ (s Oz~ 105) Yt
- e+ (FO5-r0%)"

= /') +(ta=1) )
0

olmalidir. Burada r # 0 oldufundan bagmml: degigken igermeyen
6)+(ta=1) f(r)= =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada, f'(r) = w denirse f”(r) = v’ olup bunlarmn
yukanda yerlerine yazilmasiyla elde edilen

w’+(n+a—1)w%=0



lineer diferensiyel denklemi ¢dzildtigiinde
1-n—a
bulunur. w = f'() den
fl(,,,) = c,rl—n—a

olup bu diferensiyel denklem ¢ztiliirse 5= olmak tizere

2
flr) = _“—‘*‘2 o 07'2~"_°+01
= ¢+ 62,,.2—1»—&

olarak bulunur.

Bu son iki teoremden gﬁrtﬂmektedir ki;
2, (0% o; Ou
Lu:g(a_x?+z,6m,) =0

denkleminin » = r™ ve u = f(r) tipindeki gtizlimleri cakigiktir. Yani denklemin r ye
bagh tek ¢bziimil vardir ve bu ¢bzlim

u=c +cr¥ "

ile verilir.

Teorem 5.2.6. L operatort (5.1.1) ile ve T operatéri (5.2.2) ile verilmek tizere

=2+7T)L (5.2.12)
dir.

ispat: @ c R" de u € C3(£) olsun. Bu durumda

n 82
(LT = L(Tu)= [Zl (a_z? Py 6::,)] (Zz: az,)
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& % 8 [ Bu
- S (o) L (Sea)

dir. Teorem 4.2.4. den

() () (-2-2) (£%)

olup bu sonug yukanda kullamhrsa

) = (1 5nE) (£55) 22 [k (2)]
= (2+§z,£) (; gz—:‘ + ; % g (z,bz%) g:‘ +z¢z%:
elde edilir. Burada

n n n

o u a,;( Pu Pu )
E - E z; == +.. +zn
= % ( pact 83;82,-) g aIaZ 0z:0z,,

o O itz Za. Pu

7 % 8:::‘8:1: o azgaz,.
= o O O Ou
B 331 (Z z 8::4) z, 0z, +e +z,, (Z z az,) + z, Oz,

= :1:13::1+ '+z,.6:,,+zla::1 (Zﬂka&")-’- +z"8 (Zziaz;)
- - o
- Zn&z.-’.z 1 8z, (Zz. )

olup bu defer yukanda yerine yazilirsa



- N =\ 0% < o5 Bu a; Ou 0 i Ou
LiJ ¥} =, 5% 2o Ou = 7] a; Ou
= [2+) zjz— el RED Dy b B
(5o (555) st Dot (523)
n ) = 8% i a = o; Ou
= |24 z;— 25 |+ 12+ ) zi5— B
(+5) () (5o) (B22)
L8\ (0 afau)
= 2 b~ -l “—a.
( +’,§zf8:c,-) e (8::,? * 2 0z,
= @+Du
olur ki buradan
IT=@2+T)L

dir. Boylece teoremin ispat1 tamamlanrmg olur.

Terorem 5.2.7. m herhangi bir reel say1, p > 2 olan bir tamsay1, oy ler reel sabitler
olmak {lzere o = Za.- olsun ve T operatéril (5.2.2) ile verilsin. Bu takdirde
i=1

m—2+n—-2+a+2T=T; ; j=0,1,.,p~1 (5.2.13)

olarak tammlanan T} (j = 0,1,...,p — 1) operatdrleri garpima gore defigme &zel-
ligine sahiptir.

Ispat: k& +# 1 olmak tizere j = k ve j = i¢in kargilik gelen operattrler sirasiyla
Ti=m-2k+n—-2+a+2T ve ' =m-2+n—-2+a+2T

olsun. Bu durumda u € C%(£) olmak iizere

(T LGy =(m-2k+n—-2+a+2T)[(m-2l+n—2+a+ 2T

|

(m-2k+n-2+a+2T){(m—2l4+n~-2+a)u+ 2Ty

]

(m-2k+n—-2+a){(m-2l4+n—2+a)u+ 2Ty
+2T [(m — 2l + n — 2 + o)u + 2T



(Tt = (m—2k+n—-2+a)[(m—-2+n—-2+a)u]l+(m—2k+n—-24+a)(2Ty)

+2T [(m — 2l + n - 2 + o) u] + 2T (2T'w)

= (m-2+n-2+a)(m~2k+n-2+a)u+2T(m—-2k+n—-2+a)u
+(m~24+n—24a)2Tu+272Tu

= (m-2+n-2+a+2T(m-2k+n-2+0)u
+(m-2l+n—-24+a+2T)2Tu

= (m-2l+n—2+a+2T)[(m—2k+n—2+a+2T)y

= T(TRu=(TTR)u

elde edilir. Buradan
T =TT} (5.2.19)
oldugu goritlmektedir.

k = | durumunda ise agikar olarak saglandigindan T} ( j =0,1,...,p—1) operatrlerinin
carpima gore degigme 8zelligi vardir.

Teorem 5.2.8. L operatdril (5.1.1) ile ve 77 (j = 0,1,..,p — 1) ler (5.2.13) ile
verilmek iizere

LT} =(@4+T)L ; j=0,1,.,p—1 (5.2.15)
dir.

ispat: u € C3(Q) seklindeki bir fonksiyon ve j =0,1,...,p — 1 igin

(LT} )u L(Tju) = L[(m—2j +n—~2+a+2T)]
Li(m ~ 25 +n—2+e)u] + L(2T)

(m—-2j+n-2+a)lut+2(LT)u

i

i

bulunur. Teorem 5.2.6. dan LT = (2 + T) L oldugu dikkate alimrsa, bu durumda

(LT} = (m—2+n—2+a)lu+2(2+T)L]u
= (m—=2j+n—2+a)lu+ (4+2T)Lu
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(LT} ) M+(m—-2j+n—~2+a+2T)|Le

(4+T;)Lu

olur ki buradan j =0,1,...,p—~1 igin
LTy =(4+T7)L

sonucu elde edilir.

Teorem 5.2.9. © C R*de u € C*(Q) fonksiyonu Lu = 0 denkleminin bir

n

1/2
¢Ozlimtl ve r = (Z z?) olsun. O takdirde m herhangi bir reel say1, p > 2 olan

=1
bir tamsayi,
Z:Dg—a—a— =T
i=1 %
ve n
S
4=
olmak tizere
1
LP(rmu) = [[(m - 2j) (n - 2§ + n -2+ @+ 2T)u (5.2.16)
=0
dir.

ispat: Teoremin ispatinda timevanm metodu kullanlacaktir. Timevarim meto-
duna, gore ilk olarak, p = 2 igin (5.2.16) ifadesinin dogrulugunu gésterelim. (5.2.4)
ile tammlanan

Lir"u) =mr™2?(m+n—-2+a+2T)u

egitlifinin her ki yanina L operatdrit uygulanusa
L{L(ru)] =L [mr™?(m+n—2+a+2T)y]

L¥r™u) = m(m + n — 2+ &) L(r™ %) + 2mL (r™Tu) (5.2.17)
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elde edilir. (5.2.4) de m yerine m — 2 aliursa
L™ %) = (m~2)r"*(m—-2+n—-2+a+2T)u (5.2.18)

bulunur. (5.2.12) egitlifinden ve » fonksiyonu Lz = 0 denkleminin bir ¢ozlimil
oldugundan dolay

LTu)=(2+T)Lu=0
dir. Buradan Tu nun da Lu = 0 denkleminin bir ¢bziimil oldugu oldugu goritlmek-
tedir. T nun ¢8zitm oldugu dikkate almarak (5.2.4) de m yerine m — 2 ve u ¢bzlimii
yerine de T ¢zlimit konulursa

L™ Tu) = (m—-2)r™*(m~2+n—-2+a+2T)Tu (5.2.19)
elde edilir. (5.2.19) ve (5.2.18), (5.2.17) da yerine yazmlrsa

L(r™u) = mim+n—2+a)(m—-2)r"*m-2+n—-2+a+2T)u
+2mm—-2)r" 4 (m—~2+n-2+a+2T)Tu
m(m—-2)r" 4 m-2+n-2+a+2T)m+n-2+a+2Nu

It

bulunur. Egitligin safindaki operatérler, (5.2.14) den dolay: degisme 8zellifine sahip
oldufundan yukandan

Prru)=rmm-2)(m+n—2+a+2T)(m—-2+n—2+a+2T)u
bulunur ki bu sonug p = 2 i¢in (5.2.16) y1 gercekler.

P — 1 icin dogru oldugunu kabul edelim. Yani

-2
L (r™u) = =2V [T (m ~ 2j) (m — 2§ +n - 2+ a + 2T)u (5.2.20)
=0

dogru olsun. Burada (5.2.13) egitlikleri kullamlirsa
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LY ™) = 720 Um(m - 2)... (m ~ 2(p ~ 2)) Ty T3 .. Tp_pu (5.2.21)

elde edilir. Bu egitligin her iki yanuna L operatorii tekrar uygulansa
LY ™)) =m(m—2)..(m ~2p ~ 2)) L [ 2P DTy . T qu]  (5.2.22)
bulunur. Difer yandan (5.2.15) den dolayn

LT} =4+ 5 j=0,1,.,p—1

5
=
+
L

!

(4+T)LT} . T3 T3

(44 TA+TD). (4 + T LTS,
4+ T3)(4+T7)... (4 + T3 3) (4 + T; o)L

geklindedir. u fonksiyonu Lu = 0 denkleminin bir ¢8ztimil oldugundan dolay
LTy ..T; su= 4+ 1) 4+ 17)..(4 + T, ) Lu=0

elde edilir. Buradan goriilmektedir ki; T57y... Ty su fonksiyonu da Lu = 0 denkle-
minin bir ¢dzmidtr. Dolaysiyla T377...T;_u nun ¢bztim oldugu dikkate alnarak
(5.2.4) de m yerine m — 2 ve u ¢bzlimil yerine de T3 T} ...Ty_,u cbziimi konulursa

L [rm-2-VTeTy. Ts qu] =

=(m~2pp-1)rXV? (m-2p-1)+n—-2+c+2T)T3T}..T; 5u
(5.2.23)

bulunur. m-2(p-1)+n~2+a+2T =T,

1 ve j=0,1,..,p—1 icin T} ler
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degfisme Ozelligine sahip oldugundan (5.2.23) egitligi,
L [r2e- 015 Ty qu] = (m —2(p— 1)) ™ 202317 T3 Ty yu
geklinde olur. Bu sonug (5.2.22) de kullamlirsa,

P(r™uy) = m(m=2)...(m—2(p—2)) (m—2(p— 1)) V2T ..T3 T u
m{m ~2)... (m ~ 2(p — 1)) ™" P T} .. T, u

-1
P H(m - 2_1')T,1‘) u
j=0

]

bulunur. Burada
7}' =m-2j+n-2+a+2T , j=01,.,p—-1

alinirsa i
LP(ru) =r™?[[(m - 2j) (m - 2j +n - 2+ a + 2T)u
=0

elde edilir ki bu sonug (5.2.16) nin kendisidir. Yani; p ~ 1 igin dogiru oldugu kabul
edilmig olen (5.2.16) nmn p i¢in de dofirulugu gortlilr.  Bbylece timevarimla ispat
tamamlanmgtir, '

Teorem 5.2.10. Q C R de u) € C¥(Q) fonksiyonu Lu = 0 denkleminin A-ymeci
2

i

1

dereceden homogen bir ¢8zfimil ve r = (Z a:f) olsun. Bu durumda, m herhangi
=1

bir reel say1 ve p 2 2 olan bir tamsay olmak tizere

-1
Lrru)=r"*[[(m-2)(m -2 +n-2+e+20)m (5.2.24)
J=0

dur.

ispat: A-yma dereceden homogen u, fonksiyonu, Euler teoreminden dolay:
> Buy .
;zg-az = Tuy = duy
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egitligini gercekler. Bu sonug, Teorem 5.2.9. daki (5.2.16) egitlifinde kullanihirsa,
p—1
Prmu) =rm?[[(m-2)(m-2+n-2+a+20)u
=0
elde edilir.

5.3. Poli Eksensel Simetrik Potansiyel Fonksiyonlar

Teorem 5.3.1. Q CR" de j =0,1,...,p 1 icin u; € C?(Q?) olmak {izere Lu; =0
olsun. Bu durumda

1
w="y iy (5.3.1)
=0
fonksiyonu LPw = 0 denkleminin ¢tzimiidiir.

ispat: Teorem 5.2.9. daki
-1
L”(r’"u)='I”""2"H(m—2j)(m—2j+n—2+a+2T)'u,
7=0
egitlifinde « = u; ve m = 2j almirsa
IP(r¥u) =0 ; Lu; =0, j=0,1,.,p~1

elde edilir. Buradan gorilmektedir ki; § = 0,1,...,p — 1 igin 7%z, lerin herbiri
LPw = 0 denklemini saglar. Bu denklem lineer oldugundan

p-1
w=Y Mu; ; Lu; =0, j=0,1,..,p—1
=0

fonksiyonu ¢bziimdiir.
Ozel olarak; p = 3 olmas: halinde j =9,1,2 icin Lu; = 0 olmak fizere

w=uy+ 7y + 7y

ifadesi poli eksensel simetrik potansiyel fonksiyondur.
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i=0,1,..,p—1icin Lu; = 0 olmak tizere bir poli eksensel simetrik potansiyel
fonksiyonun

1
w= Yy riy
j=0
seklindeki aqilimma L operatéri igin Almansi agilime denir.

Teorem 5.3.2. Q C R*de j = 0,1,..,p — 1 igin uy, € C¥(§) fonksiyonlan
Lu,, = 0 denkleminin A-yma dereceden homogen ¢bzlimleri olsun. Bu durumda, m
herhangi bir reel say1 ve p > 2 olan bir tamsay1 olmak izere
-1
w= Y riieBey, (53.2)
=0

fonksiyonu da LPw = 0 denkleminin ¢ozlimtdiir.

Ispat: Teorem 5.2.9. daki
-1
LP(r™u) =r""2”H(m-2j) (m—2j+n—-2+a+2\)u,
3=0

egitliginde A = A; vem = 2j —n +2 — a — 2); alinirsa
LBy, ) =0 ; Luy, =0, j=0,1,..,p—1

bulunur. Buraden gorllmektedir ki; § = 0,1,...,p — 1 igin r2—"+2-2~Dyy,  lerin
herbiri LPw = 0 denklemini saflar. Bu denklem lineer oldugundan

-1
w=y rie-Biy, o Ly, =0, j=0,1,.,p-1
=0
fonksiyonlan da LPw = 0 denkleminin ¢bzlimleridir.

Teorem 5.3.3. [Pw =0 denkleminin w =7 (m herhangi bir reel say1) tipindeki
cozimleri, A; ve B; ler keyfi sabitler olmak tizere

p—1
= Z Aj"'zj

=0
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ve

1
wy = Z Bj,.2:1-n+2—a
j=0

geklindedir.
Ispat: u = 1 harmonik fonksiyon oldugunden, Teorem 5.2.9. daki
»-1
IP(r™u) = "“2’H(m—2j) m-2j+n—-2+a+2T)u
j=0

egitlifinde u = 1 ve srasiylam =25, m =2 —n+2 —a almrsa

() =0 ; j=0,1,..,p~1

PEE ™y =0 ; j=0,1,..,.p—1

olacaktir. Buradan g8ritimektedir ki; j = 0,1,...,p — 1 igin 7% ve r%—"+2-% fonksi-
yonlarmm herbiri Ifw = 0 denklemini saglar. LPw = 0 denklemi lineer oldugundan
bu ¢ztimlerin lineer kombinasyonu da denklemin ¢8ztimleridir. Bu durumda

IPw =0 denkleminin bir ¢tziim,

-1 -1 .
w=Y Ag¥ 4+ Bptii-e (5.3.3)
=0 j=0

geklindedir. Burada A; ve B; ler keyfi sabitlerdir.
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