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OZET
PADOVAN SAYILARININ GENELLEMELERI VE UYGULAMALARI

Bu calismada, say1 dizileri arasinda énemli bir yere sahip olan Padovan say1 dizisinin gesitli
genellemeleri ve uygulama alanlart incelenmistir.

Padovan say1 dizisinin mimaride kullanilan plastik sabiti ile matematiksel bir iliskiye sahip
oldugu bilinmektedir. Bu tezde, 6nce plastik sabitin geometrik sekilleri ve gesitli uygulamalar1 ortaya
konulmustur. Sonra, genellestirilmis Padovan polinom dizisi tanimlanip bu dizinin Kkarakteristik
denklemin koklerine bagl genel ¢6ziimi, iirete¢ fonksiyonlari, matris gésterimi Ve bazi 6zdeslikleri
incelenmistir. Ardindan, Padovan toplam formiiliinden yola c¢ikilarak agirlikli Padovan toplam
formiilleri elde edilmistir. Calisma sirastyla su sekilde devam etmektedir:

e Fibonacci ve Padovan sayilarinin arasinda kurulan bir baginti ile Fibonacci-Padovan say1 dizisi,

e Padovan sayi dizisinin indislerinin tek ve ¢ift durumunda farkli sonuglar1 veren pargali fonksiyon
seklindeki bi-periyodik Padovan say1 dizisi,

e Satir ve siitun iliskisi ile kurulu simetrik Padovan say1 dizisi,

e Teknik olarak nabiz atis1 olarak da isimlendirilen farkli bir say1 dizilisine sahip ¢ift diziden olusan
titresimli Padovan say1 dizisi,

e Padovan sayilar1 kullanilarak elde edilmis Pascal {i¢genini andiran Padovan ti¢geni dizisi

tanimlanip gesitli 6zdesliklere yer verilmistir.

Bu genellemelere ek olarak, Bernoulli Padovan sayilari ve polinomlar: arastirilmis ve yeni
tanimlamalar ile ¢esitli yontemler kullanilarak farkli sonuglara ulagilmistir.

Son olarak, genellestirilmis Padovan polinom matrislerini kullanilarak genellestirilmis
Padovan blok polinom matrisleri tanimlanmis ve bazi 6zellikleri incelenmistir. Anahtar degisimi igin
bir anahtar anlagma yOntemi verilmis ve genisletilmis Hill sifreleme ve affine sifreleme sisteminden
ilham alinarak bir acik anahtar kriptografisi 6nerilmis ve sistemin giivenirligi analiz edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fibonacci sayilari, Padovan sayilari, Padovan polinomlari, Padovan ti¢geni,
plastik sabit, kriptoloji.

Damsman: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dal1, Mersin.



ABSTRACT
GENERALIZATIONS AND APPLICATIONS OF PADOVAN NUMBERS

In this study, various generalizations and application areas of the Padovan number sequence,
which has an important place among the number sequences, are examined.

It is known that the Padovan number sequence has a mathematical relationship with the plastic
constant used in architecture. In this thesis, firstly, the geometrical shapes of the plastic constant and
its various applications are presented. Then, the generalized Padovan polynomial sequence is defined
and the general solution of this sequence depending on the roots of the characteristic equation,
generator functions, matrix representation and some identities are examined. Then, weighted Padovan
sum formulas are obtained by means of the Padovan sum formula. The study continues as follows:
¢ Fibonacci-Padovan sequence, which is a relation related to Fibonacci and Padovan numbers,

e Bi-periodic Padovan sequence in the form of a piecewise function that gives different results in
the odd and even case of the indices of the Padovan sequence,

e Symmetrical Padovan sequence established with row and column relationship,

e Pulsating Padovan number sequence consisting of pair sequences with a different sequence of
numbers, technically also called the pulse beat,

e Padovan triangle sequence resembling Pascal's triangle obtained by using Padovan numbers

is defined and various identities are included.

In addition to these generalizations, Bernoulli Padovan numbers and polynomials are
investigated and different results are obtained by using new definitions and various methods.

Finally, generalized Padovan block polynomial matrices are defined using generalized
Padovan polynomial matrices, and some properties are investigated. A key agreement method is
given for key exchange, and a public key cryptography is proposed, inspired by the extended Hill
encryption and affine encryption system, and the reliability of the system is analyzed.

Keywords: Fibonacci numbers, Padovan numbers, Padovan polynomials, Padovan triangle, plastic
constant, cryptology.

Advisor: Prof. Dr. Hamza MENKEN, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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1. GIRIS

Sayilar yasamimizda karsilastigimiz durumlar1 6lgmeye, saymaya ve etiketlemeye yarayan
matematiksel nesnelerdir. Herhangi bir saymin rakam adi verilen on temel sayisal sembol
kombinasyonu kullanilarak temsil edilmesini saglayan en yaygin sayi sistemi Hint-Arap say1
sistemidir. Bu say1 sistemini Araplardan alip Avrupa’ya aktaran Leonardo Fibonacci Hint-Arap
sayilari ile aritmetik islemler yapmanin Roma rakamlariyla hesap yapmaktan ¢ok daha basit ve verimli
oldugunu fark etmistir. Dogudan 6grendigi bu ilmi batiya tasiyan Fibonacci 1202 yilinda yayimlanan
“Liber Abaci” kitabinda yer verdigi tavsan problemi ile giiniimiizde en popiiler say1 dizisi olarak
bilinen Fibonacci say1 dizisinin ortaya ¢ikmasini saglamistir (Koshy, 2001). Fibonacci say1 dizisi ile
ayn1 yinelemeli bagintisina sahip olan Lucas say1 dizisinin her bir terim onceki iki terimin toplamidir,
ancak farkli baslangi¢ degerlerine sahiptir (Chandra and Weisstein, 2023). Fibonacci say1 dizisinin
baslangic degerleri ile ayn1 olan, farkli yineleme bagintilarina sahip Pell ve Jacobsthal say1 dizileri
literatiirde yer almaktadir. Ayrica, bu tiir say1 dizilerinin ortak bir 6zelligi de ikinci mertebeden
karakteristik denkleme sahip olmalaridir. Ugiincii mertebeden karakteristik denkleme sahip say1
dizileri de mevcuttur. Bu say1 dizilerinden biri olan Tribonacci say1 dizisi Fibonacci say1 dizisinden
farkli olarak 6nceden belirlenmis iki terimle baglamayip, ii¢ terimle baglamasi ve sonraki her terim,
onceki {i¢ terimin toplamidir. Bu ¢alismanin ana basligini1 olusturan Padovan say1 dizisi de Tribonacci
say1 dizisi gibi ig¢iincli mertebeden karakteristik denkleme sahiptir. Fibonacci say1 dizisini onemli
kilan ozeliklerinden biri gliniimiizde de popiilaritesini koruyan altin oranla iligkili olmasidir. Padovan
say1 dizisini de 6nemli kilan sebeplerden biri mimaride kullanilan plastik sabitle anilmasidir. Hans van
der Laan 1928 yilinda mimari ¢alismalarin1 birakip acemi bir kesis olduktan kisa bir siire sonra, yeni
ve benzersiz bir mimari oran sistemi kesfetmistir. Plastik sabit olarak da adlandirdig1 bu oran Padovan
say1 dizisinin karakteristik denkleminin irrasyonel kokiine dayanmaktadir. Bu ¢alismada plastik sabitin
geometrideki gosterimine ait yeni sonuglar elde edilmistir.

Uygulamal1 bilimin hizla ilerledigi giiniimiizde, teknolojik olaylarin matematik ile baglantil
olarak ilerledigi goriilmektedir. Matematigin 6nemli konularindan sayilar kurami, cebirsel ifadeler,
polinomlar, matrisler gibi konular miihendislik, elektronik, kuantum fizigi, istatistik, kriptoloji gibi
bir¢ok alanda kullanilmistir. Bu ¢alismada, Padovan say1 dizisinin karakteristik denkleminin pozitif
reel kokii olan plastik sabit degeri ile iliskili geometrik sekilleri, dizinin ¢esitli genellemeleri,
Bernoulli sayilar ile iligkisi ve genellestirilmis Padovan polinom matrisleri kullanilarak elde edilen

blok matrisin sifreleme sistemindeki kullanim1 incelenmis Ve bazi sonuglar elde edilmistir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Fibonacci’nin “Liber Abaci” kitabinda yer verdigi tavsan probleminden ortaya ¢ikan sonucu
degerlendiren Lucas, 1876 yilinda Fibonacci say1 dizisini tanimlamustir. Baslangi¢ kosullar1 olarak ilk
terimi O ve ikinci terimi 1 olan Fibonacci say1 dizisinin diger terimleri, her terim kendinden bir 6nceki

terim ile toplanip bir sonraki terim elde edilmesi ile olusur. Bu sekilde elde edilen sayilara Fibonacci

sayilart denir. Bir baska deyisle, Fibonacci say1 dizisi baslangi¢ kosullart f, =0 ve f =1 olan

f,=f

n+

+ f,, Nn>0 yineleme bagntst ile ifade edilir (Lucas, 1891).

n+l

Leonardo Fibonacci’nin matematige sayisiz katkisina ragmen, oncelikle adini tasiyan diziyle
daha c¢ok hatirlanmaktadir. Bu say1 dizisi tanimlandigindan bu yana bir¢ok alanda yiizlerce kitap ve
binlerce makalenin olusmasinda ilham kaynagi olmustur. Fibonacci say1 dizisi hala birgok
matematik¢i tarafindan arastirilmaktadir. Bu arastirmacilarin ortaya koydugu calismalarin bazilart su
sekildedir:

King, yiiksek lisans tezinde Q-matris adi verilen asagidaki matrisi incelemis.

;o

Ve tlimevarim yontemi ile Fibonacci say1 dizisi ile baglantili matrisin N. kuvvetini
Qn — ( fn+l fn }
fn 1:n—l

Ik olarak 1883'te Belgikali matematik¢i Catalan tarafindan incelenen Fibonacci polinomlar

seklinde elde etmistir (King, 1960).

daha sonra Alman matematik¢i Jacobsthal (1882—1965) tarafindan da incelenmistir (Bicknell, 1970).

Fibonacci polinomlari, f, (X) =0ve f, (X) =1 baslangig¢ kosullar1 olmak iizere Vn e N igin

fa (X) =X () 1,(3)

yineleme bagintisi ile tanimlanmistir (Koshy, 2019).

Carlitz, Fibonacci say1 dizisinin yeni bir genellemesi olarak simetrik Fibonacci dizisini,

Uo,n = fn’ ul,n = fn+2, um,O = fm ve Um’l = fm+2

olmak iizere {um,n} , Simetrik Fibonacci dizisini,

m=>0,n>
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um,n = um,n—l m,n-2"

um,n = um—l,n m-2,n?

iki yineleme bagintisi ile tanimlamistir. Sonra asagidaki tabloyu olusturmustur.

Tablo 2.1. Simetrik Fibonacci dizisinin ilk birkag terimi

o nrol112|3 4 5 6 7
0 o112 3 5 8 13
1 11235 8 13 | 21 | 34
2 1|34 |7 |11 | 18 | 29 | 47
3 2 |5 | 7]12]) 19 | 31 | 50 | 81
4 318 |11(19| 30 | 49 | 79 | 128
5 5 (13|18 31| 49 | 80 | 129 | 209
6 8 21|29 (50| 79 | 129 | 208 | 337
7 13 |34 | 47 | 81 | 128 | 209 | 337 | 546

Boylece, Tablo 2.1 den tanimladig: dizilerin simetri 6zelligi

sagladigini gérmistiir (Carlitz, 1963).
Hosoya tarafindan Fibonacci sayilariyla yakindan baglantili bir {iggen dizisi tanitilmigtir. Bu
dizi Fibonacci veya Hosoya tiggeni olarak isimlendirilmistir. N>r >0 ve n>2 olmak {izere, N

satirindaki ve r siitunundaki 6geyi gosterdigi goz oniinde bulundurarak yineleme bagintisi

Hn,r = Hn—l,r + H
- H

n-2,r

1 + H n-2,r-2

n-1,r-

seklinde tanimlanmistir (Hosoya, 1976). Tablosu agagidaki gibidir:

Sekil 2.1. Hosoya Uggeni
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Edson ve Yayenie tarafindan Fibonacci say1 dizisinin yeni bir genellemesi olan {qn }nzo bi-
periyodik Fibonacci say1 dizisi, a ve b sifirdan farkl reel sayilar olmak tizere baslangi¢ kosullart
g, =0 ve g, =1 olan

_jad,; +0,,, nciftise
" |bq, ,+0,_, N tekise

yineleme bagmtist seklinde tanimlanmistir (Edson ve Yayenie, 2009). Ayrica, bir¢ok arastirmact bi-
periyodik Fibonacci say1 dizisinin genellemeleri ve gesitli uygulamalarini incelemistir (Tan vd., 2016;
Uygun ve Owusu, 2016; Coskun ve Taskara, 2016; Coskun ve Taskara, 2018; Tan ve Leung, 2020;
Choo, 2020).

Iyi bilinen Fibonacci toplam formiilii

Zn: fi = fn+2 iy
i=1

kullanilarak Gauthier tarafindan

Zf =(n+yf, ,—f ., +2,

i=0

= (n +1)2 fn+2 - (2n +3) fn+4 +2 fn+6 -8

=)

i=0

bazi agirlikli Fibonacci toplam formiilleri elde edilmistir (Gauthier, 1995).

Clarke de agirlikli Fibonacci toplam formiiliiniin genel halini p € N olmak {izere

lef =nf ,+(n+Df, _ZZZ:[Zk 1](2 P2k 1fj

olarak bulmustur (Clarke, 2003).
Atanassov ve Shannon Fibonacci say1 dizisinin gesitli genellemelerini arastirmustir (Atanassov
vd., 2002). Atanassov Fibonacci dizileriyle ilgili bu arastirma yoniinii siirdiirerek, titresimli Fibonacci

say1 dizileri olarak adlandirdigi yeni bir Fibonacci dizi tiirlinii asagidaki sekilde tanitmusgtir:

a ve b iki sabit reel say1 olsun. 4, =a ve g, =b olmak iizere k >0 dogal sayilar i¢in {A'k}kzo ve

{44}, dizileri

Aokr = Hoya = Ao + My
Aokiz = Aok + o s
Hoyio = Moy + ﬂzk

seklinde tanimlanmustir (Atanassov, 2013a; 2013b; 2014).
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n fl
[ ] :ﬁFibonomial katsayilart ve N.Fibonacci sayilari f  olmak tizere Krot
f Tkt

n

tarafindan Bernoulli f — polinomlari

1(n
Bnyf(x)=2—[ J X"
o fia (K,
bi¢iminde ifade edilmistir (Krot, 2004).
Ozvatan, Bernoulli-Fibonacci sayilarim ve polinomlarimi iirete¢ fonksiyonlar1 yardimiyla

asagidaki gibi tanimlamistir:

00 n
e‘F = Z—l olmak tizere Bernoulli-Fibonacci polinomlari igin tistel iireteg fonksiyon
n=0 " pn-
tef & t"
-8l (41
— = 2B
e -1 = f!

ile tanimlanir. Bernoulli-Fibonacci sayilar an (X) polinomlarinin  6zel degerleridir. Oyle ki,

an = an (0) olmak iizere

t &t
-S'Bf —
e, -1 HZ(; "of

Bernoulli-Fibonacci sayilarinin iistel iiretec fonksiyonudur (Ozvatan, 2018). Ayrica, Al-Salam ve

Carlitz tarafindan g — Bernoulli sayilar1 ve polinomlar1 aragtirilmistir (Al-Salam, 1958; Carlitz, 1948).

Zhang ve Whang eserlerinde Bernoulli matrisi ve cebirsel 6zellikleri hakkinda bilgi vermistir (Zhang

ve Whang, 2006). Infante, Ramirez, ve Sahin, Bernoulli, Euler ve Fibonacci matrislerinin q—

analoglarini incelemisler ve bu matrislerin bazi cebirsel 6zellikleri ispatlamislardir. (Infante vd., 2017).

Ernst tarafindan g — Pascal ve (— Bernoulli matrisleri ve umbral yaklasim ile g — Bernoulli ve q—
Euler matrislerini igeren gesitli ( — 6zel matrisleri iizerine iki 6nemli ¢aligma ortaya koymustur (Ernst,
2008; 2018). Kus, Tuglu ve Kim tarafindan Bernoulli f — polinomlar1 ve Fibo-Bernoulli matrisleri

tizerine incelemeler yapilmistir (Kus vd., 2019). Bu incelemelerden esinlenerek bu g¢alismada
Bernoulli-Padovan sayilari ve polinomlari tanimlanip gesitli 6zdeslikler elde edilmistir.

Fibonacci say1 dizisinin matrisleri kullanilarak gesitli sifreleme sistemleri olusturulmustur. Bu
sistemlerin temelinde Hill sifreleme yontemi kullanilmaktadir. Hill sifreleme yontemi, blok sifrelere
ornektir. Blok sifreler, sifrelemenin aym anda birden fazla karakterden olusan gruplar veya bloklar

halinde gergeklestigi tiim sifreleri igerir. Hill sifreleme yontemi, matrisler 6zellikle tersinir matris adi

5
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verilen matematiksel nesneleri ve bunlart iceren matematiksel iglemleri kullanir (Klima ve Sigmon,
2018).

Hoggatt, kitabinda Fibonacci ve Lucas sayilarinin bazi ilging oOzelliklerine bir giris
sunmaktadir. Boylece kitab1 inceleyenler Fibonacci ve Lucas sayilarinin bazi basit kavramlardan kag
tane matematiksel genelleme ¢ikarabilecegini gozlemleme firsatina sahip olacaktir (Hoggatt, 1969).
Philippou, Horadam ve Bergum, California San Jose Eyalet Universitesi tarafindan diizenlenen
Fibonacci sayilar1 ve uygulamalari iizerine uluslararasi konferans bildirileri Kitap haline getirilmistir
(Philippou, 1986; Bergum vd., 1998; Philippou vd., 2013). Vorobiev, “Fibonacci numbers” baslikli
kitabinda Fibonacci sayilarinin iirete¢ fonksiyonu, bazi temel ve teorik 6zelliklerini incelemistir.
Ayrica altin oranla iliskili geometrik sekiller arastirmigtir (Vorobiev, 2012). Dunlap, “The golden ratio
and Fibonacci numbers” baslikli kitabinda altin oranin temel matematiksel Ozellikleri ve besli
simetriye sahip iki ve {i¢ boyutlu sekillerin boyutlarindaki olusumu ele almaktadir. Ayrica Fibonacci
say1 dizisinin olusumu ve genellestirilmis Fibonacci dizisi ve bunlarin altin oranla iligkisi sunulmusgtur
(Dunlap, 1997). Atanassov “New visual perspectives on Fibonacci numbers” baslikli kitabinda,
Fibonacci say1 dizileri hakkinda yeni fikirler edinmek isteyen arastirmacilarin ve gesitli gorsel
yaklagimlardan ve bunlarin dogasinda var olan problemlerden keyif alacak matematikgilerin dogasina
hitap etmektedir. Ayrica, farkli konular birbirine baglamaya yardimci olan, altin oranin birlestirici
temalar1 ve cesitli genellemeler etrafinda o6riilen hem geometrik hem de kombinatoryal diyagramlara
siirekli bir vurgu vardir (Atanassov vd., 2002). Hayes doktora tezinde Fibonacci ve Lucas
polinomlarma yer vermistir (Hayes, 1970). Horadam tarafindan Fibonacci’nin yeni bir
genellestirilmesi ortaya konulmus ve ¢esitli 6zdesliklerine bakilmistir (Horadam, 1961). Carlitz satir-
stitun iligkisi olan yeni Fibonacci dizileri olusturmustur (Carlitz, 1963). Tas¢1 ¢alismasinda dortlii Pell
sayilarint 4. mertebeden bir lineer yineleme iliskisi agisindan tanimlamis ve bunlarin {ireteg
fonksiyonu, Binet benzeri formiilii ve kismi toplamlari icin formiiller vermistir (Tasc1, 2009). Ozkog,
Fibonacci ve Pell sayilariyla iligkili Fibona-Pell olarak adlandirdigi yeni bir dizi tanimlamis ve bazi
cebirsel sonuglar elde etmistir (Ozkog, 2015). Kizilates, Lucas ve Jacaobsthal sayilariyla iliskili Lucas-
Jacaobsthal say1 dizisini tanimlamis ve bazi 6zdeslikler elde etmistir (Kizilates, 2017). Diskaya ve
Menken tarafindan Fibonacci, Lucas, Pell, Pell-Lucas, Jacobsthal, Jacobsthal-Lucas say1 dizileri ile
iliskili yeni say1 dizileri tiiretilmis ve ¢esitli 6zdeslikler incelenmistir (Diskaya ve Menken, 2019). Cok
sayida arastirmaci bilimsel ¢alismalar1 Fibonacci say1 dizisini disiplinler arasi bir boyuta tasimigtir ve
giniimiizde de hala bir¢ok arastirmaci Fibonacci say1 dizisi ve genellemeleri hakkinda cesitli
caligmalar vermeye devam etmektedir.

Oklid tarafindan iki bin yildan daha uzun bir siire dnce kesfedildigi bilinen altin oran,

Fibonacci say1 dizisi ile yakindan iligkilidir. Fibonacci sayi dizisine f, =X" doniisiimii uygulayarak

elde edilen X? —x—1=0 karakteristik denkleminin kokleri
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1++/5 e ﬂzl—\/g
2

2

dir. Fibonacci say1 dizisinin ardisik terimlerinin oranlarinin yakinsadigi deger

2.1)

n—o

. f
IIm]f—+1 =a=1618..=¢
dir (Livio, 2008; Tattersall, 2005). Ayrica altin orani igeren Fibonacci say1 dizisinin kapali formu
(Binet formdilii),
(9 -(-9) _¢'-(0)
" 5 J5

seklindedir. Altin oran ayn1 zamanda metalik oranlardan bir tanesidir. Metalik oran n pozitif tamsay1

olmak iizere X°—nx—1=0 denkleminin pozitif reel kokiidiir.n =2 icin giimiis oran elde edilir.
Giimiis oran Pell say1 dizisinin karakteristik denkleminin bir pozitif reel kokidiir. n=3 igin bronz
oran elde edilir. n nin diger degerleri i¢in metalik oran farkli isimlendirmeler alir (de Spinadel,
1998).
Metalik oranlara benzer bir oran 1924 de Cordonnier “Plastik Sabit” adiyla tanimlamustir.
Plastik sabit, P, =1, P, =1 ve P, =1 baslangi¢ kosullar1 ve Vne N igin
P

n+3

=P, ,+P

n+1 n

yineleme bagintistyla tanimli Padovan say1 dizisinin P, = X" déniisiimii uygulayarak elde edilen

x}*—x-1=0

karakteristik denklemin yegane pozitif reel kokii,

pogltel (251 L2 g sonn17
276\V3 V2 6\3

dir. Giiniimiizde bir¢ok arastirmaci tarafindan Padovan say1 dizisi ile ilgili ¢alismalar ortaya
konulmustur. Bu ¢alismalarin bazilar1 asagida verilmistir:

Padovan, Van der Laan’nin kitaplarinda degindigi plastik sabitten etkilenerek yazdigi kitabin
da Padovan sayilarin1 tanimlamistir (Padovan, 1994). Stewart, “Scientific American” bilimsel dergide
Padovan sayi1 dizisini ifade etmistir (Stewart, 1996). Ayn1 zamanda Padovan say1 dizisi Cordonnier
tarafindan da kesfedildigi i¢in Cordonnier dizisi olarak da bilinmektedir. Shannon, Anderson ve
Horadam c¢aligmasinda Cordonnier, Perrin ve van der Laan sayilarmin O6zelliklerini incelemistir

(Shannon vd., 2006). Gogin ve Myllari, liglincii mertebeden 6zel matrisler kullanilarak iiretilebilen bir

7
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Padovan benzeri dizi sinifin herhangi bir dizisinin terimlerinin Bell polinomlar1 ve bunlarin tiirevleri
araciligiyla ifade edilebilecegini, daha kiigiik indisli bagka bir dizinin terimlerini bagimsiz degisken
olarak kullanarak goéstermistir (Gogin ve Myllari, 2016). Sokhuma tarafindan Padovan Q-matrisi ve
genellestirilmis bagintilar1 ortaya konulmustur (Sokhuma, 2013). Yilmaz ve Taskara, Padovan ve
Perrin sayilarinin matris dizilerini tanimlamistir (Y1lmaz ve Taskara, 2013). Marohni¢ ve Strmecki,
bir uluslararas1 konferansta plastik sayilarin yapi1 ve uygulamalarina deginmistir (Marohni¢ ve

Strmecki, 2012). Tas ve Karaduman, m modiiliine gére Padovan dizilerini arastirmis, (X,Yy) € G

iireteg ¢ifti icin 2-liretecli G grubunun Padovan yoriingesini tanimlamig ve periyotlarinin uzunluklarini
incelemistir (Tas ve Karaduman, 2014). Deveci ve Karaduman ¢alismasinda Padovan p-sayilarini
tanimlamis ve bunlarin tretici matrisi, Binet formiili, tireteg¢ fonksiyon, tistel gosterim, kombinatoryal
gosterimler ve toplamlar gibi ¢esitli 6zdesliklerini elde etmislerdir (Deveci ve Karaduman, 2017).
Goy, terimleri Padovan sayilar1 olan Toeplitz-Hessenberg determinantlarinin bazi1 6zdesliklerini
aragtirmigtir (Goy, 2018). Tas¢1 calismasinda Gauss Padovan ve Gauss Pell-Padovan dizilerini
tamimlamistir (Tasg1, 2018). Cerda-Morales arsivdeki g¢alismasinda Padovan sayilari igin yeni
Ozdeslikler ortaya koymustur (Cerda-Morales, 2019).


https://scholar.google.com/citations?user=p9uICHMAAAAJ&hl=tr&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=9QeEKucAAAAJ&hl=tr&oi=sra
https://scholar.google.com/citations?user=AiWlwXoAAAAJ&hl=tr&oi=sra
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1.  Baz Ozel Say: Dizileri

Bu béliimde, bazi 6nemli say1 dizilerinin karakteristik denklemi ikinci veya tiglincii dereceden
olarak iki gruba ayrilmaktadir. ikinci dereceden karakteristik denkleme sahip dizilerden bazilari
Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal, tigiincii dereceden karakteristik denkleme sahip dizilerden

bazilar1 da Tribonacci, Narayana, Perrin ve Padovan dizilerdir.

3.1.1. 1ikinci Mertebeden Yineleme Bagintih Ozel Say Dizileri

Bu kisimda, ikinci mertebeden yineleme bagintisina sahip Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal
say1 dizileri hakkinda bilgilere yer verilmistir (Koshy, 2001; 2014; 2019). Simdi, belirli sartlar

dogrultusunda bu dizileri elde edebilecegimiz genel bir dizi tanimi verelim.

Tamm 3.1.1.1. Baslangig kosullart g, =a ve g, =bolacak sekilde {gn }nzo dizisi

gn+2 = mgn+l + r-gn

yineleme bagmtist ile tanimlanir. {gn}nzo dizisinden belirli basglangig kosullar1 ve katsayilar ile
tiretilen Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal dizileri {izerine baz1 bilgiler Tablo 3.1 de verilmektedir:

Tablo 3.1. Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal dizileri hakkinda bazi bilgiler

Katsay1 Dizinin Baslangic¢ Yineleme Ik birka¢  Karakteristik
degerleri isimleri kosullar: bagintilar terimleri  denklemler ve
kokleri
m:r:l FibonaCCi gon! g]_:l gn+2:gn+l+gn 0’1,1’2’3 XZ_X_1:O
dizisi L
m=r=1 Lucas g,=2,9,=1 U000 =010, 21347 x2—x-1=0
dizisi L
m=2,r=1 Pell 9,=0,0,=1 9,.,=20,,+9, 012512 x>_2x-1=0
dizisi 1442
m=1r=2 Jacobsthal g =0,g,=1 0.,=0,.,+29, 01135 x2_x_2-0
dizisi 2 ve -1

{fn}nzo, {In}nzo, {pn}nzo ve {jn}nZO dizileri sirasiyla Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal sayi

dizileri olmak iizere Binet ve benzeri formiilleri, irete¢ ve iistel iirete¢ fonksiyonlar1 Tablo 3.2 de

verilmektedir:
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Tablo 3.2. Fibonacci, Lucas, Pell ve Jacobsthal dizileri ile ilgili formiiller ve fonksiyonlar

Dizinin Binet ve benzeri Uretec Ustel iiretec
isimleri formiilleri fonksiyonlari fonksiyonlari
n n kil 145 X = X
o) . - 3y £, el e
. . n = n v 2 —_) =
Fibonacci N3 s 1-x-x ~ \/g
dizisi
ueas L =(52) +(58) U G il—x SN SIS S
dizisi o 1-x—X o N!
Pell (hﬁ)",(l,ﬁ)” i o « - p (2 _ o 02)x
Ph="">55 X T o 2 X
dizisi 242 o 1=2x=x 20: n! N
Jacobsthal | = (2)"~(-1)" ij g « = j L eP e
. - n 3 n = 2 —_) =
dizisi o L —2x “~n! 3

3.1.2. Uciincii Mertebeden Yineleme Bagintih Ozel Say1 Dizileri

Bu kisimda, tigiincii mertebeden yineleme bagintisina sahip Tribonacci, Narayana, Perrin ve

Padovan dizileri hakkinda bazi bilgilere yer verilmistir.

Tamim 3.1.2.1. Baslangi¢ kosullar1 T)=0, T, =1 ve T, =1 olan

Tn+3 = T

n+2

+T

n+1

+T,
yineleme bagntisini saglayan {Tn}neN reel say1 dizisine Tribonacci say: dizisi denir (Feinberg, 1963).
Bu dizinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

T,=0,T,=1 T,=1, T,=2, T,=4, T,=7, T,=13, T, =24, T, =44, T, =81.

Asagida {Tn }neN dizisinin genel terimleri arasindaki bazi bagintilar sunulmaktadir:

1. Kokleri v, @ ve & olan x*—x*> —x—1=0 Karakteristik denklemine sahip Tribonacci say1

dizisinin genel ¢oziimii (Spickerman, 1982):

2. Ureteg fonksiyonu:

10
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i-l-n . Uzeux wZerux §2e§x

S’ T (0-0)(0-8) (0-v)(0-¢) (E-v)E-w)

Tamm 3.1.2.2. Baslangi¢ kosullart N, =0, N, =1 ve N, =1 olan

Nn+3 = Nn+2 + N

n

yineleme bagmtisini saglayan {Nn} reel say1 dizisine Narayana say: dizisi denir (Allouche ve

neN

Johnson, 1996). Bu dizinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:
N,=0, N,=1 N,=1 N,=1, N,=2, N,=3, Ny=4, N, =6, N, =9, N, =13.

Asagida {Nn }neN dizisinin genel terimleri arasindaki bazi bagintilar sunulmaktadir.

1. Kokleri n, 1 ve x olan X’ —X*—1=0 Karakteristik denklemine sahip Narayana say

dizisinin genel ¢6ziimii (Ramirez ve Sirvent, 2015):

3. Ustel iireteg fonksiyonu:

nx KX

= N e e K€
> =X = i + +

S0 ) C)as) (eon)ed)

Tamim 3.1.2.3. Baslangi¢ kosullar1 Pry =3, Pr, =0 ve Pr, =2 olan

Pr.., =Pr_,+Pr,

n+3 = ' 'n+l

yineleme bagintisini saglayan {Pl‘n}neN reel say1 dizisine Perrin say: dizisi denir (Lucas, 1876; Perrin,

1899; Stewart, 1996). Bu dizinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

11
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Pr,=3, Pr,=0, Pr,=2, Pr,=3, Pr,=2, Pr, =5, Pr,=5, Pr,=7, Pr,=10, Pry=12.

Asagida {F’I’n }neN dizisinin genel terimleri arasindaki bazi bagintilar sunulmaktadir.

1. Kokleri o, ¢ ve 7 olan x®—x—1=0 Karakteristik denklemine sahip Perrin say1 dizisinin

genel ¢Oziimii:
Pr,=c"+¢"+7".

2. Ureteg fonksiyonu:

© 3—X2
ZPrn X" =3
e 1-x"—x

3. Ustel iireteg fonksiyonu:

imx” =e” +e” +e”.
o n!

Calismanin ana bashigini olusturan ve genellestirmelerini olusturacagimiz Padovan say1
dizisinin tanimindan ve bazi gerekli goriilen Ozdesliklerinden bahsetmeden oOnce dizinin neden
Padovan ismini aldig1 ve kimler tarafindan ortaya atildigindan kisa bir sekilde bahsedelim.

Mimarlik ve matematik iizerine calisan Italyan mimar Richard Padovan (1935- ), Van
der Laan'in “De Architectonische ruimte” adli kitabini inceledi, Hans van der Laan'in eserlerine
hayran oldu ve Van der Laan hakkinda yazdigi kitabinda Padovan sayi dizisini tanimladi.
Padovan'in diziyi Van der Laan'a atfetmesine ragmen, Stewart tarafindan Padovan adini almigtir. Bazi
kaynaklarda Padovan dizisi ilk olarak 1924'te Fransiz mimarlik 6grencisi Cordonnier (1907-1977)
tarafindan kesfedildigi ifade ediliyor. Ayni zamanda Cordonnier dizisi olarak da bilinen bu sayilar
hakkinda, daha spesifik olarak plastik sayr (radyan sayi1) lizerine bazi g¢aligmalar gelistirmigtir

(Shannon vd., 2006; Vieira vd., 2020).
Tamm 3.1.2.4. Baslangi¢ kosullart P, =B =P, =1 olan

P

n+3

=P +P 3.1)

n+l n

yineleme bagmtisini saglayan {Pn} reel dizisine Padovan say: dizisi denir (Stewart, 1996). Burada,

n>0

N . Padovan sayist P, ile gosterilir. Bu dizinin ilk birkag terimi agsagidaki gibidir (Pol, 2007):

n

P=1R=1P=-1PR=2P=2R=3R=4P=5R=7R=9 R =12 R -6

12
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Padovan sayi dizisi, yeniden diizenlenmis yineleme bagintisi kullanilarak negatif indis n'ye de
asagidaki gibi genisletilebilir:
P=P

n n+3

-P

n+l

yineleme bagmtisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir (Y1lmaz ve Taskara, 2014):

Py,=-2P,=2P,=-1P;=0,P,=1P,=-1P,=1P,=0,P,=0, P,=1 P, =0.
(3.1) yineleme bagintisina (fark denklemine) P, = X" doniisiimii uygulanirsa

X" X" —x" =0
esitligi elde edilir. Bu esitligin her iki tarafim X" ile boliiniirse

x*—x-1=0 (3.2)

karakteristik denklemine ulasilir. (3.2) denkleminin kokleri

r =i/9+‘/@ +i/9_‘/@ ~1324718,

; 18 18

(3.3)

_ 969 Jo-v69 B[ [9+69 [9-+69
= (|

144 144 2 18 18

i =_i/9+@_§/9_@_i£ i/9+@_§/9_@

3 144 144 2 18 18

olmak iizere I, reel kokii plastik sayidir ve P ile gosterilir. Bu say1 plastik sabit, plastik oran, platin

sayisi veya minimum pisot sayisi olarak da bilinir. Plastik sabitin kisa bir tarihcesi ve elde edilisgi
hakkindaki bilgi su sekildedir:

1928’de Van der Laan, mimari ¢aligmalarini birakip acemi bir kesis olduktan kisa bir siire
sonra, yeni ve benzersiz bir mimari oran sistemi kesfetti. Plastik sayis1 olarak adlandirdig1 bu oran tek
bir irrasyonel degere dayanmaktadir. Bu say1 ilk olarak 1924'te Cordonnier tarafindan incelenmistir.
Ancak, li¢ boyutlu nesneler arasindaki boyut farkliliklarinin insan algisiyla nasil iligkili oldugunu
aciklayan ve kesfini (mimari) tasarimda sergileyen ilk kisi Hans van der Laan'di. Ana Onermesi,
plastik sabitin gergekten estetik olduguydu (Marohni¢ ve Strmecki, 2012).

Bilindigi lizere Fibonacci sayr dizisinde ardisik iki degerin orani, degerler biiyiidiik¢e altin

orana yakinsar. Benzer sekilde Padovan say1 dizisinde ardisik iki degerin orami degerler biiyiidiikge

13
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plastik sabite yaklagir. Tablo 3.3°te nnin ilk yirmi degeri i¢cin P, /P, oranlari gdsterilmektedir. N

biiyiidiikge, P, /P, “nin plastik sabite p ~1.324 yaklastig: fark edilir:

Tablo 3.3. Ardisik Padovan sayilarinin ilk birkag¢ orant

N Pi/P) ) Pi/P)
0 1/1~1,000000 10 16/12 ~1,333333
1 1/1~1,000000 11 21/16 ~1,312500
2 2/1~2,000000 |12 28/21~1,333333
3 2/2~1,000000 |13 37/28~1,321428
4 3/2~1,500000 |14 49/37 ~1,324324
3 4/3~1,333333 |15 65/49 ~1,326530
6 5/4~1,250000 |16 86/65 ~1,323076
7 7/5~1,400000 |17 114/86 ~1,325581
8 9/7~1,285714 |18 151/114 ~1,324561
9 12/9~1,333333 | 19 200/151~1,324503
Literatiirde bilindigi lizere,
p= 1@% ~1.324717957244... (3.4)
dir. (3.1) ve (3.4) esitliklerine gore
lim Pra _ lim Py +lim Fios
noe P onoe Poonow P
lim—" n
e By e R,
3 1
lim L
P im e
n>e P

olur. Boylece,

p:

_+—
Py

elde edilir (de Spinadel ve Buitrago, 2009; Alsina Catala, 2007).

14
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Plastik sabitin bazi geometrik yorumlari asagida verilmistir:

om Y

Ao
>
*O 4

YU | <«

Z

Sekil 3.1. Bir dogru lizerinde altin oran ve plastik sabit
Kabul edelim ki |AB|=1 olsun. Bilindigi tizere AC ve BC olmak iizere iki bolime

ayrildiginda
_|AC| _|Ag]
”~Ic8| T|AC]
orantis1 altin oran verir. Benzer bir yontemle, AB dogrusunun BC kismu D noktasindan

ayrildiginda ti¢ kisim elde edilir. |AC| =X, |CB| =Yy ve |AD| = Z olmak tizere

_|AB| |AD] [cB| |AC| [cD]
®=1ap| " [cB| "|ac| " |co| [BD)

orantisi plastik sabiti verir. Buradan,

28] |AD| 1 z_ ..
|AD| [CB| "z y

ve

el fcel 1y,

|AD| |AC| Tz x

esitlikleri kullanilarak zy = X = z°> = X elde edilir. Ayrica,

|AB] —|CD|:>%—Z_X:>1—Z=ZZ—ZX

|AD] [BD| "z 1-z
esitliginden
1-z=72"-x=1-2=7"-72°
=1-z=72"-7*
=272'-722-72+41=0
= (z-D)1-z"-2°)=0

z #1 oldugundan 1— 2> —z® =0 dur. Boylece,
15
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3

1 1

DT

Zz z

olacak sekilde Padovan say1 dizisinin karakteristik denklemi elde edilir (Marohni¢ ve Strmecki, 2012).
Kenar uzunluklar1 Padovan sayilar1 olan eskenar iiggenlerin spiral olarak saat yoniiniin tersine

kenarlarinin birbiri ile ¢akismasi ile olugan sekil asagidaki gibidir (de Spinadel ve Buitrago, 2009):

Sekil 3.2. Kenar uzunluklar1 Padovan sayilar1 olan eskenar iiggenlerin spiral formu 1

Farkli temsili asagidaki gibi gosterilir:

Sekil 3.3. Kenar uzunluklari Padovan sayilari olan eskenar iiggenlerin spiral formu 2”

" Sekil “Wikipedia, dzgiir ansiklopedi” den alinmigstr.
16
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Bu sekillere Padovan tiggenleri denir (de Spinadel ve Buitrago, 2009). Kenar uzunluklar

Padovan sayilart olan Karelerin belirli bir diizen i¢inde saat yOniiniin tersine yan yana getirilerek

olusturulan sekil asagidaki gibidir:

Sekil 3.4. Kenar uzunluklar1 Padovan sayilari olan karelerin spiral formu”

Simdi de Padovan sayi dizisinin bazi 6zdesliklerinden bahsedelim. Padovan say1 dizisinin

(3.2) karakteristik denklemin kokleri I, I, ve I, arasindaki iliskiler su sekildedir:

rL+r,+r,=0,
L, +ne+rr=-1

nr, =1

(3.2) karakteristik denklemine sahip Padovan say1 dizisinin genel ¢dziimii baslangi¢ kosullarin

durumuna gore farklilik gosterebilir:

Eger baslangi¢ kosullar1 Py = P, = P, =1 olarak kabul edilirse

C(B)E-)  (GD(R-D) (1))
)0 2T - (n-n) " * T (h-n)(n-m)

olmak tizere genel ¢oziimii
n n n
Py =Rl + Pl + Paly

seklindedir.

" Sekil “Wikipedia, ozgiir ansiklopedi” den alinmigtir.

(3.5)

(3.6)

17
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Eger baslangi¢ kosullar1 P, =1, P, =0 ve P, =1 olarak alinirsa

rr,+1 _ nr,+1 ve g = nr,+1
(rs o rl)(rS _rz)

) -0 T (h-n)(6-n)

olmak iizere genel ¢oziimii

Pn = Q1r1n + qzrzn + Q3r3n (3.7)

seklindedir.

Eger baslangi¢ kosullar1 P, =0, P, =0 ve P, =1 olarak alinirsa

olmak iizere genel ¢oziimii

n n n
P =z +17,, +7,0, (3.8)

seklindedir.
Baslangi¢ kosullant Py = B = P, =1 olan Padovan say1 dizisi ile ilgili baz1 6zdeslikler [46,47]:

1. Ureteg fonksiyonu:

= 1+X
anxn = 2 o3
s 1-x°—X

2. Ustel iireteg fonksiyonu:

= P
Z_nxn — plerlx + pzerzx + pge@x
n=0 n!

3. Seri agilimu:

4. Binom toplamu:

18
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5. Toplam formiilii:

6. Baslangig kosullart Py =1, B, =0 ve P, =1 gore belirlenmis Mp matrisi (Y1lmaz and
Taskara, 2014):

0 10
Mp=/0 0 1
110
olmak tizere Mp matrisinin n. kuvveti
Pn—3 Pn—l Pn—2
Mp, =R, R PR (3.9)
Pn—l I:)n+1 I:)n

seklindedir.

7. Baslangig kosullar1 Py =1, P, =0 ve P, =1 gore belirlenmis Mp, matrisin tersi (Y1lmaz and
Taskara, 2014):

P—n—3 I:)—n—l P—n—z
Mprj1 =\P,, P, P,
P— -1 I:)—n+1 I:)—n
8. I:)n = I3n+5 - I:)n4r4
9. P—n—3 = I:)nz - I:)m-lpn—l
10 I:)n = Pm—lR]—m + Pm+1Pn—m+l + I:)m I:)n—erZ

11 Pn—SP—n—S + I:)n—ll:)—n—z + I:)n—z I:)—n—l :1

12. Mp, matrisinin determinant1 ||\/|pn| =1 dir.

3.1.3. Binom Katsayilarimin Toplamlar ile iliskili Ozel Say1 Dizileri

Binom katsayilarini igeren iicgen seklinde olusturulan diziye Pascal iicgeni denir. Ilk olarak

Omer Hayyam tarafindan bulunmasina ragmen Fransiz matematik¢i Blaise Pascal'm soyadiyla anilir.
Bir diizen igerisinde olusturulan Pascal tiggeni asagidaki sekilde verilmistir (Hoffman, 1974).

19


https://tr.wikipedia.org/wiki/Blaise_Pascal

Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1
Sekil 3.5. Pascal tiggeni

Olasilik kuraminda da kullanilan bu tiggen istatistik, biyoloji, modern fizik gibi bilimin bir¢ok
alanlarinda da kullanilir. Matematikte siklikla goriilen Binom katsayilari iki saymin toplaminin
kuvvetlerinin agiliminda sistematik bir sekilde bulunur. ilk olarak Binom katsayisi, on altinci yiizyilin
Alman matematikgisi Michel Stifel (1486-1567) tarafindan n ve k negatif olmayan tam sayilari

0 <k <n olmak iizere binom katsayisini

e

n
olarak tanimlamustir. Eger K > n ise (kj , 0 olarak kabul edilir. Boylece,

SHERN
R
()l mlem

Ozdeslikleri saglanir (Woods, 1979).
Pascal kuralindaki binom katsayilariyla iliskili yapi

(x+y)' ZZHI(EJXHVK (3.10)

k=0

seklindedir.

20
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Sekil 3.5’deki Pascal tiggenin sol taraftaki 1 degerlerinden baslayarak Sekil 3.6’daki gibi
dogrular ¢izilirse dogrularin tizerinden gegtigi degerlerin toplami Fibonacci sayilarini verdigi

goriilmektedir (Anatriello ve Vincenzi, 2020):

1
",«-'
" 1
17 -
’,// 2
//// v
- _— 3
1T
,,/’/ /,,/’ ’//' 3
N
T 13
- // _— = 4
17— 1
- - - =
- - 34
I . At
1// /’5_,/ /,&ﬁ/ 1,1-0/, 5 1
) 7 ///” i /,/”
1- /é« s 20 15 6 1
1~ 2 x 35 35 21 7 1
/’/

Sekil 3.6. Pascal tiggeni lizerinde Fibonacci sayilariin gosterimi

Ayrica, Pascal tiggeninde, Fibonacci sayilarini elde etmek igin ¢izilen dogrulara benzer
dogrular Sekil 3.7°deki gibi cizilirse dogrularin {izerinden gegtigi degerlerin toplami Padovan

sayilarimi verdigi gosterilmektedir (Anatriello ve Vincenzi, 2020):

Sekil 3.7. Pascal iicgeni {izerinde Padovan sayilarinin gosterimi

21
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Narayana sayilariin da Pascal {iggeninden elde edildigi Sekil 3.8 de goriilmektedir:

Sekil 3.8. Pascal iicgeni iizerinde Narayana sayilarinin gosterimi

Yukaridaki ti¢ sekilde de goriildiigii tizere Fibonacci, Padovan ve Narayana sayilarini binom
katsayilar1 kullanarak elde edilmektedir. Binom katsayisin1 kullanarak bu say1 dizilerinin terimlerini

veren formiiller sirastyla asagidaki gibidir (Lucas, 1891):

Yukaridaki formiiller tek tiirli degildir. Fibonacci, Padovan ve Narayana sayilarini veren

farkl sekilde formiiller tiiretilebilir.

3.2.  Bernoulli Sayilar1 ve Polinomlari

Bernoulli sayilar eski bir problemi ¢6zme siirecinde kesfedildi. Hem Jakob Bernoulli hem de

Seki Takakazu, n ve m pozitif tamsayilar1 i¢in
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T,(n)=1"+2"+3"+-.-+n"

olarak tanimlanan tamsay1 kuvvetlerinin toplamlari i¢in genel bir formiil bulmaya calisirken Bernoulli

sayilarini veren bir formiil tiirettiler.
Jakob Bernoulli'nin Bernoulli sayilarmi bulma yontemi, Seki Takakazu'nun yontemine gore
daha kullanislt oldugu i¢in Bernoulli sayilarini veren formiil Jakob Bernoulli'nin yontemi kullanilarak

tiretilmektedir. Bernoulli, T_(n) formiillerinin, N—1 tamsayisina kadar olan ilk bes toplamim

asagidaki gibi listelemektedir (Laura, 1996).

T,(n-1) Ll 1, _n0-D
2 2 2

_n(n-1)(2n-1)
6 1
200 1\2
Ts(n—l):ln“—lnﬂ—n2 :M,
4 2 4 4

1 1 1
T,(n-)==n*-=n’+=n
2(n-1) 3" 3" s

1

_ _ 2
T4(n—1):1n5_1n4+1n3_in:n(n 1)(2n-1)(3n* —3n 1)’
5 2 3 30 30
2 _ 2 2_ _
T-t)=ins Ly Bpe Lo M(O0-D°@0-2n-1)
6 2 12 12 12

Yukaridaki liste su sekilde de ifade edilebilir:

1((2 2\1
T(n-)== n“—| |=n|,
(=) 2[\0 (1}2 }
3 3 3
Tz(n—l):l n’— 1n2+ ln ,
310 1)2 (26
(4 4 4 4
T3(n—1):l v e[ F 1 e[ P lon ,
4|\ 0 1)2 \2)6 |3
(5 5 5 5 5
T4(n—1):1 A R E N e E e e YA I I :
510 12 "\2)s 3 4)30
(6 6 6 6 6 6
T5(n—1):1 O I ) P B [T I SPCIN L T
610 )2 |\2J6 (3 4)30 |5

Boylece, tiim esitlikleri birbirine baglayan asagidaki model olusturulur:

m(m+1
Tm(n—l)z—l B
m+1ig\ K

23



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

Burada, en son olusturulan listede goriilecegi iizere her bir esitligin n degiskeni ile binom

degeri arasinda kalan B, katsayilarina Bernoulli sayilar: denir (Larson, 2019). Bir baska deyisle,

neZ" ve B, =1 olmak iizere

1 &(r+l
Bf:_(r+1)§( i jB‘

esitligi ile elde edilen sayilara Bernoulli sayilari denir (Lalin, 2005).

Bernoulli sayilar1 iistel irete¢ fonksiyonundan yararlanarak da tanimlanabilir. B, (X)

Bernoulli polinomlar iistel iirete¢ fonksiyonu yardimiyla

bigiminde tanimlanir (Al-Salam, 1958). Bernoulli sayilari, Bernoulli polinomlarmin X =0 daki

degeridir. Yani, B, =B, (0) dir. Bernoulli sayilar iistel tirete¢ fonksiyonu yardimiyla

t - t"
et_lzanm’ (|t|<2ﬂ-)

n=0

ile tanimlanir. Bagka bir deyisle, B, ( X) Bernoulli polinomlar1, B, Bernoulli sayilar1 olmak iizere

3o,

r=0 r

seklinde tamimlanir (Carlitz, 1968). 11k birka¢ Bernoulli polinomu asagidaki gibidir:

B,(X)=x*—x+=,
3
B3(x)=x3—§x2+§x,
B, (X)=x"-2x*+Xx"——,
5 5
BS(x)=x5—5x4+§x3—gx

24
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B, Bernoulli sayilari, B, =1 olmak iizere

” (”JB, B, (n>1)

r=0 r

bigiminde tanimlanir. {1k birkag Bernoulli say1lar1 da asagidaki gibidir:

d

. &Bn x)=B,(x)=n.B,_,(x),
n-1

- 2
r=0

3.3. Kriptografik Sifreleme Sistemleri ve Galois Cisimleri

Caligmanin bu kisminda, genellestirilmis Padovan matrisini kullanarak olusturulan yeni bir

sifreleme sistemi igin gerekli olan kriptografik sifreleme sistemleri hakkinda bazi bilgilere yer

verilmistir.
oy
Kriptoloji
h A
— R
‘ Kriptografi Kriptanaliz ‘
. ey . Y
; r '
s N N N
‘ Simetrik Sifre ‘ Asimetrik Sifre ‘ iletisim Kura\lan‘
L S AN /

Sekil 3.9. Kriptoloji Semasi

[k fark ettigimiz sey, en genel terimin kriptografi degil, kriptoloji oldugudur. Kriptoloji,
kriptografi ve kriptanaliz olmak {izere iki ana kola ayrilir. Kriptografi, giivenli bir iletisim igin bir

mesaj1, mesajin amaglanan alicist disinda kimse tarafindan anlasilamayacak sekilde gizlemek i¢in bir

25



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

sistem gelistirme silirecine denir. Bu islemi ger¢eklestirmek i¢in tasarlanmis yonteme Kripto sistem
veya sifreleme algoritmasi denir. Kriptanaliz, sifrelenmis bilgilerin istenmeyen bir alicisinin
sifrelemeyi kaldirmaya ve bilgiyi anlamaya calismasina denir ve basarili bir kriptanaliz sifreyi kirma
islemi ile sonuglanir. Kriptografi, kriptanaliz ve bunlar arasindaki etkilesimi igeren her seyi kapsayan
terime kriptoloji denir (Paar ve Pelzl, 2009).

Yukaridaki sekilde de goriildiigt tizere kriptografi ii¢ ana kola ayrilir. Simetrik sifreleme, iKi
tarafin gizli bir anahtar1 paylastiklar1 bir sifreleme ve sifre ¢6zme yontemidir. Uzun bir siire yalnizca
simetrik sifreleme yontemleri vardi. Simetrik sifreler, 6zellikle veri sifreleme ve mesajlarin biitiinliik
kontrolii i¢in hala yaygin olarak kullanilmaktadir. Simetrik sifreleme, bir mesajin sifrelenmesi ve
¢oziilmesin de ayni anahtar1 kullanma prensibine sahiptir. Bu sifrelemenin avantaji hizi, dezavantaji
ise ortak anahtarlarin belirlenmesi ve taraflara iletilmesinde karsilagilan problemlerdir. Simetrik
sifreleme iginde blok sifre sistemlerini ve akan sifre sistemlerini barindirmaktadir. Blok sifre
sistemlerine 6rnek olarak Hill, AES, DES ve Gamallia gibi sifreleme sistemleri, akan sifre sistemlerine
de RC4, A5/1, A5/2 gibi ornekler verilebilir. Asimetrik sifreleme (veya acik anahtarlr), simetrik
sifrelemeden sonra ortaya atilan farkli bir gifreleme tiiriidiir. Whitfield Diffie, Martin Hellman ve
Ralph Merkle tarafindan tanitildi. Asimetrik sifrelemede, bir kullanici simetrik sifrelemede oldugu
gibi gizli bir anahtara sahip olmanin yani sira bir genel anahtara da sahiptir. Asimetrik sifreleme,
dijital imzalar ve anahtar olusturma gibi uygulamalarda ve ayrica klasik veri sifreleme igin
kullanilabilir. Iletisim kurallar1, kabaca kriptografik sistemlerin uygulanmasiyla ilgilenir. Simetrik ve
asimetrik sistemler, giivenli internet iletisimi gibi uygulamalarin gerceklestirilebilecegi yapi taslari
olarak goriilebilir. Her web tarayicisinda kullanilan Aktarim Katmani Gilivenligi semasi, bir iletisim

kurali 6rnegidir.

Genellestirilmis Padovan matrisi ile olusturulan sifreleme sistemi i¢in gerekli olan Affine

sifreleme sitemine girig yapiyoruz.

3.3.1. Affine Sifreleme Sistemi

Oteleme sifreleme sisteminin genel bir hali olan Affine sifreleme sistemi su sekilde ifade

edilir:
A={(a,b):abeZ/mZve (a,m)=1} olsun. meN ve X =Y =Z/mZ olmak iizere X X,
yeY ve e deA igin
E.(x)=ax+b(modm) ve D, (y)=a"(y—b)(modm)
dir (Mollin, 2007).
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Ornek 33.1.1. m=26 ve X =Y =Z/267 olsun. Affine sifreleme sistemi asagidaki gibi
tanimlayalim.

E.(X)=7x+5=yeZ/26Z
ve
77 =15(mod 26)
olacak sekilde
D, (y)=15(y—5)=15y—23eZ/ 267 = X

dir. Béylece gondermek istedigimiz X = 2 mesajinin diisman tarafindan ele gegirilmemesi igin

E.(2)=72+5=19€7Z/26Z
seklinde sifrelenerek mesaj diismandan gizlenir. Alict mesaji Y =19 olarak alir ve
D, (19) =l5(19—5) =2e71267Z

yontem ile sifreli mesaj ¢oziiliir (Mollin, 2007).

Genellestirilmis Padovan matrisi ile olusturulan sifreleme sistemi bir blok sifreleme sistemine
ornek gosterilebilir. Blok sifreleme sistemlerinin 6énemli bir 6rnegi olan Hill sifreleme sisteminin

isleyisi su sekildedir:
3.3.2. Hill Sifreleme Sistemi

Hill sifreleme sistemi 1929 da Amerikali matematik¢i Hill tarafindan sunuldu. Bu sistem su
sekilde ifade edilir:

K= {e eM, .. (Z1 mZ)n ‘e tersinir} olsun. n,meN sabiti icin P=C=(Z/ mZ)n olarak

ayarlansin. Bu takdirde, xe P, y € C ve e € K olmak iizere
E,(X)=xe ve D, (y)=ce™

dir (e tersinir olmasi igin gerek ve yeter kosul (|e| , m) = lolduguna dikkat edelim) (Mollin, 2007).
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Ornek 3.3.2.1. A=7/267 tamml alfabenin diiz metin harflerinin sayisal karsiliklar1 Tablo 3.4 te

verilmektedir.

Tablo 3.4. Harflerin sayisal karsiliklar

Sayilar | O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12
Harfler | a b C d e f g h i i k | m
Sayilar |13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23 |24 |25
Harfler | n 0 p q r S t u % w X y z

n=2 ve m=26 olsun. Burada,

K ={eeM,.,(%/262) i tersinir| ve P=C=(2Z/26Z)" olsun. Eger e K ise bu takdirde
. ) 3 6

(|e|,26) =1 dir. |e| =9 olacak sekilde € = L 5} olsun.

Varsayalim ki sifrelenecek kelime movie olsun. ilk olarak yukaridaki tablodan movie

kelimesinin harflere karsilik gelen sayisal degerler alimir: 12, 14, 21, 8, 4. Sonra, 1x2 tipinde matrisler

X, = (12,14), X, = (21,8) ve X, = (4, 25) olarak bloklara ayrilir. Burada son ¢ifti tamamlamak i¢in

sayisal esdegeri 25 olan z kullanilir. Bu durumda Hill sifreleme sisteminde tanmimlanan sifreleme

doniisiimii kullanilarak

E,(x) =[12 14]E 2}[24 12],
E,(x,) =[21 8]E’ ﬂ:[lg 10],
E,(x,) =[4 25]E ﬂ:[n 10]

elde edilir. Boylece, sifrelenmis sayisal degerlere karsilik gelen sifreli metin xmtklt olur. Sifreli metni

gbéndermek i¢in yukaridaki tablo kullanilir. Sifre ¢6zmenin nasil ¢alistig1 asagida gosterilmektedir:

, |15 8
e =
23 9
hesaplanir. Sonra sifre ¢ozme doniigiimiinii asagidaki gibi sifreli metnin sayisal esdegerlerine

uygulanir. Yy, = (24,12), Yy, = (19,10) ve y, = (11,19) olmak tizere
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[15 8]

Dy (y;)=[24 12] 3 9 =[12 14],
15 8]

Dy (y,)=[19 10] 23 9 =[21 8],

D, (,) =[11 19]@2 ﬂ:m 25]

elde edilir. Sayilara karsilik gelen harf esdegerleri, sonunda z harfini ¢ikardiktan sonra bize orijinal

diiz metin mesaji1 movie kelimesini geri vermektedir (Mollin, 2007).

3.3.3. Galois Cisimleri

Tezin son kisminda incelenecek sifreleme sistemi i¢in gerekli olgtide Galois cisimleri
hakkinda kisa bilgi verilecektir. Bu kisimda Galois cisim aritmetigine bir giris yapilmaktadir.
Dort temel aritmetik islemin (yani toplama, ¢ikarma, ¢arpma, bolme) tek bir yapida olmasi
i¢in, bir toplama ve bir ¢arpim grubu igeren bir kiimeye ihtiyacimiz var. Buna cisim diyoruz.
Yani, bir F cismi asagidaki 6zellikleri saglayan elemanlarin bir kiimesidir (Paar ve Pelzl, 2009):
1. F nin tiim elemanlar “+” toplama islemine gore bir degismeli grup olusturur ve etkisiz elemani 0
dir.
2. F nin 0 hari¢ tiim elemanlar1 “x” ¢arpma islemine gdre bir degismeli grup olusturur ve etkisiz
eleman 1 dir.

3. 1Iki grup islemi karsilastirldiginda dagilma &zelligine sahiptir. Yani, her a,b,¢c € F igin
a(b+c)=ab+ac

dir. Kriptografide, neredeyse her zaman sonlu sayida elemana sahip, sonlu cisimler veya Galois
cisimleri dedigimiz cisimler kullanilir. Cisimdeki elemanlarm sayisi, cismin mertebesi veya

kardinalitesi olarak adlandirilir.
2" elemanli Galois cismini olusturmak icin, GF(2") elemanlarim temsil etmemiz

gerekmektedir. Ayrica bu temsili kullanarak toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bdlme (ters ¢evirme) gibi
cisim iglemlerini nasil gerceklestirilecegi belirtilmelidir. Cisim elemanlarinin polinomlart ve iligkili

aritmetigi su sekilde temsil edilmektedir:

Katsayilar1 GF(2) ={0,1} taban cisminden olan GF(2™) nin Galois cisminin herhangi bir

polinom gdsterimi
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A(X)=a, X"+ +ax+a,, a eGF(2) ={0,1}
seklinde derecesi en fazla m—1 olan polinomlarin aritmetigine dayanir. Dijital formda m bitlik bir

A:(am711%721""’a2’a1’%)

vektorii olarak saklanabilecegini gozlemlemek 6nemlidir.

GF(2™) de toplama, gikarma, ¢arpma ve garpmaya gore tersi islemleri asagida sirasiyla
verilmektedir:

A(x),B(x) e GF(2™) olsun. Iki polinomun toplama ve gikarma islemi asagidaki sekilde
hesaplanir (Paar ve Pelzl, 2009):

A(X)+B(x) = E’i(an +b,)x", &, +b, (mod2).

n=0

Diger taraftan ¢arpma islemi en ¢ok 2m—2 dereceli bir polinom vereceginden M dereceden

bir indirgenemez polinom modiiliine gore indirgenir. Yani,

A(X),B(x) eGF(2") ve P(x)=>p,x", p, €GF(2) bir indirgenemez polinom olsun. A(x) ve
n=0

B(X) polinomlarin ¢arpimi asagidaki sekilde gergeklesir (Paar ve Pelzl, 2009):

A(x)B(x)(mod P(x)).

Buradan su sdylenebilir. Bir GF(2™) Galois cismini olusturmak igin m dereceli
indirgenemez bir polinoma ihtiyactmiz var. Genellikle belirli bir m dereceli indirgenemez
polinomdan birden fazla oldugundan bunlardan herhangi biri kullanilabilir ve GF(2™) cismini
olusturulabilir. Hangisinin segildigi 6nemli degil. Herhangi biri segilip tim islemlerde ayni
indirgenemez polinom kullaniimalidir. Tiim bu GF(2™) cisimler birbirine izomorfiktir. Ek 2 deki
tabloda bazi indirgenemez polinomlar verilmektedir.

GF(2™) cismi iizerinde P(X) indirgenemez polinomu ile A(x) e GF(2") sifirdan farkl

A (X) polinomunun tersi asagidaki gibi elde edilir (Paar ve Pelzl, 2009):

AT (X)A(X) =1(mod P(x)).
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada, ilk olarak Padovan say1 dizisinin karakteristik denkleminin bir reel kokii olan
plastik sabitin bazi sonuglari incelenmistir. Sonra, Padovan say1 dizisinin bir¢ok genellemeleri
kesfedilmis ve bu genellemelerin Kkarakteristik denklemlerine bagli genel ¢oziimleri, iireteg

fonksiyonlari, kismi toplam formiilleri ve ¢esitli 6zdeslikleri elde edilmistir.
4.1. Plastik Sabit

Bu kisimda, once plastik sabiti veren karakteristik denklemi kullanarak i¢ ice gegmis kok
geniglemesi ile Padovan sayilar1 arasinda elde edilen baginti gosterilmektedir. Sonra, 6nceden
belirlemis bir fonksiyonun tersi ile tiirevini esitlendiginde elde edilen karakteristik denklemin
koklerinden biri plastik sabiti verdigi kanitlanmaktadir. Son olarak, geometrik sekiller ile plastik
sabitin iliskisi incelenmektedir (Diskaya ve Menken, 2021).

4.1.1. i¢ ice Gecmis Kok Genislemeleri ve Plastik Sabitin Siirekli Kesir Gosterimi
Plastik sabit degeri P ’nin x® = x+1 kiibik denkleminin bir reel kokii oldugu bilinmektedir.

Bu denklemin tam olarak bir pozitif reel ¢6ziimii vardir, yani X =, [1+— igin
X

seklinde plastik sabitin i¢ ice ge¢mis kare kok genislemesi elde edilir. X =3/X+1 igin

p= 1+ 1+

/ 1
seklinde plastik sabitin i¢ ige gegmis kiip kok genislemesi elde edilir. X = #[1+ X+ — igin
X

p= [1+ 1+4/1+'-.+,i+ ! + !
¢ K S 1 1
4 Y+t el =
oo . f . 1
Sl -+
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/ 1
seklinde plastik sabitin i¢ ice gegmis dordiincti dereceden kok genislemesi elde edilir. X = 5[2+ X+ —
X

i¢cin

p= |2+ 2+,5f2+".+_i ! + !
P E o1 .1 1
5 N2+ A 2452+ -.+,—+71
- . [ .
52+ .+ —

seklinde plastik sabitin i¢ ige ge¢mis besinci dereceden kok genislemesi elde edilir. Sonra sirasiyla

X=8/2+2X+—,

H

X=73+2X+—,

X=8/4+3X+—,

b

X=2[5+4X+—,

5

sekilde devam edilirse

P
X = dp“ +P o x+-—
X

sonucuna varilir. Timevarim yontemi ile sonucun dogrulugunu kanmitlayalm. n=K igin
X" =P_,X+P_x*+P_, dogru olsun. n=k+1 igin X’ =P_x+P_,x*+P_, oldugunu

gosterelim.

Xkt = P X+ Pk_3x2 + P, esitligin her tarafi x ile ¢arpildigin da
k+2 2 3
X =R X +B_x"+PB_,X

elde edilir. Sonra, (3.1) esitligi ve (3.2) denklemi kullanilarak
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X2 =P _x*+P_x*+P_x
=P_,x*+P_,(x+1)+P_,x
=P_,X*+(P_s+P_,)x+P_,

2
=P X+B ,X"+P_,

dogrulugu kanitlanmis olur. Boylece asagidaki esitlige ulasilir:

Plastik sabitin basit siirekli kesir genislemesi su sekildedir (Cloitre, 2002):

1
1

12+;

1+ 11
1+—

p=1+

3+

x> =x+1 pozitif reel kokii P plastik sabitin siirekli kesir genislemesi [1, 3, 12, 1, 1, 3, 2, 3,
2,4,2,141,80,2,5,1,2,8,2,1,1,3,1,8,21,1,14,1,1,2,1,1,1,3,1,10,4,40,1,1,2,4,9,1, 1,
3,332,1,17,7,5,1, ..] dir.

4.1.2. Gattei Benzeri Yontem ile Plastik Sabit

Gattei, Ingiltere Blackburn'deki Kralice Elizabeth'in Gramer okulundayken, reel degerli bir f
fonksiyonunun tersini ft fonksiyonunu igeren bir problemle karsilagti. Yanliglikla eksi isaretini

diisiirdii ve f fonksiyonun tiirevini aldi (Gattei, 1990). Boylece, f(X)= Ax" fonksiyonun tiirevini
tersine esitlediginde N degerinin altin orami verdigini fark etti. Bu kisimda, benzer bir yontem ile

plastik sabitin elde edilisi gosterilmektedir.

Teorem 4.1.2.1. A sabit bir reel deger ve P plastik sabit olsun. Bu takdirde, f(x)=Axnz
fonksiyonu, f'(x) :(f‘l(x))n ise N=p dir.

ispat.

1

2

f1(x)=An’Xx" " ve f(x) :(%}" olmak iizere f '(X) =(f-1(x))“ ise
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i n

2 X \n? 3
AnZXn 1= (KJ = An+1n2nxn n 1=1

olur. Béylece, N*—n—1=0 ve A"™n*" =1 dir. Bu takdirde, Padovan say1 dizisinin 3. dereceden

karakteristik denklemin kokleri I, I, veya I, diir.
4.1.3. Baz1 Geometrik Sekiller ile Plastik Sabit

Bilindigi tlizere t*+mt+n=0 denklemin reel ¢oziimiinii bulmak igin Cardano formiiliinii

n [n*> m n [n> m
t=3—=+,—+—+3——=——+—
2 4 27 2 4 27

degeri elde edilir. Bu takdirde, m=n=—1 olmak tizere Sekil 4.1’deki x> —Xx—-1=0 denkleminin

kullanarak,

¢oztimi X'in plastik sabit olan P reel degeri

p=~°\»/—1+ L +3\,/_l_ . :§/9+*/@ +§/9_l‘é@ ~1,324718

18

bi¢imindedir.

o

y=x3—-x-1

Sekil 4.1. Egride plastik sabit

y= x* kiibik ve Y = X +1 dogrusal fonksiyonlarin grafigi asagida verilmistir.
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f@) [rmmmmmeeeees .

Sekil 4.2. Egri ve dogrunun kesistigi noktada plastik sabit

Bu egrilerin kesistigi noktanin apsisi plastik sabiti verir. Ciinki x*—x—-1=0 pozitif reel
kokii plastik sabit P dir.
Sekil 4.3 teki ABC iiggenini géz éniine alalim. DE //BC paralel gizgiler olsun. Uggenlerin

alanlari, koselerinin kareleriyle orantili oldugu bilinmektedir. Asagidaki gibi bir iiggenin var oldugunu

kabul edelim.
A DE //BC
|AD| =y
Y |AB| = x
X
x Alan(ADE) = x
D, E
Alan(DEBC) =y
y
B C
Sekil 4.3. Uggende plastik sabit
Boylece,

2 X X ’ X
X X+Yy Yy Yy
X
olacak sekilde — , t* —t —1=0 kiibik denkleminin plastik sabit kokiidiir.
y
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Uzunlugu a birim olan bir kiip prizmasi ele alalim. Bu kiip prizmasinin kosesinden kenar
uzunlugu b birim olan bir kiip prizmayi ¢ikaralim. Ortaya ¢ikan seklin hacmi, asagidaki gibi

yiiksekligi a birim, tabani b birim olan kare dik prizmanin hacmine esit olsun.

b

.’ “

Sekil 4.4. Dikey prizmalarda plastik sabit

Boylece,

a®—b® =ab?
a®—ab’-b*=0

3
(E) 8 1.0
b b

- a . > .
elde edilir. Dolayisiyla, B = p plastik sabiti verir.

Yarigap ve yiiksekligi @ birim olan bir silindir ele alalim. Bu silindirin ortasindan yarigap: b
birim ve yiiksekligi @ birim olan bir silindir ¢ikaralim. Elde edilen seklin hacmi, asagidaki gibi

yarigap ve yiikseklik b birim olan silindirin hacmine esit olsun.

]

P N
<« ____»

~— T ~—
Sekil 4.5. Silindirlerde plastik sabit
Boylece,
a®—ab?=0b?
a®—ab?-b*=0

3
(Ej 8 1.0
b b
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- a . .. .
elde edilir. Dolayisiyla b = p plastik sabiti verir.

Taban kenarlar1 ve yiiksekligi @ birim olan bir piramit ele alalim. Bu piramittin ortasindan
taban kenarlar1 b birim ve yiiksekligi @ birim olan bir piramit ¢ikaralim. Ortaya ¢ikan seklin hacmi,

asagidaki gibi taban kenarlar1 ve yiiksekligi b birim olan piramidin hacmine esit olsun.

bb

Sekil 4.6. Piramitlerde plastik sabit

Boylece,
1a3 —lab2 :lb3
3 3 3
a®—ab’-b*=0

3
(E) 2 90
b b

. a . L
elde edilir. Dolayisiyla b = p plastik sabiti verir.

Yarigap ve yiikseklik a birim olan bir koni ele alalim. Bu koninin ortasindan yarigap1 b
birim ve yiiksekligi @ birim olan bir koniyi ¢ikaralim. Elde edilen seklin hacmi, asagidaki gibi

yarigapi ve yiiksekligi b birim olan koninin hacmine esit olsun.

Y

Sekil 4.7. Konilerde plastik sabit
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Boylece,

- a . .. .
elde edilir. Dolayisiyla b = p plastik sabiti verir.

a > b olmak iizere yarigap1 a birim olan bir kiire ele alalim. Bu kiirenin ortasindan yarigap1 b
birim olan bir kiireyi ¢ikaralim. Elde edilen seklin hacmi, ana eksen 2a birim ve kiigiik eksen 2b

birimden olusan bir elipse esit olsun.

Sekil 4.8. Kiiredeki plastik sabit

Boylece,

a
elde edilir. Dolayisiyla b = p plastik sabiti verir (de Spinadel ve Buitrago, 2009).

4.2. Genellestirilmis Padovan Polinom Dizisi

Bu kisimda, genellestirilmis Padovan polinom dizisi tanimlanmig ve bu dizinin iireteg

fonksiyonlari, belirli kismi toplamlar1 ve matrisleri ele alinmistir.
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Tamm 4.2.1. meN ve r>2 tamsayr olsun. Genellestirilmis Padovan polinom dizisi baslangic

" _ 1, m=0
Pom = 0,0<m<r

kosullar1

olmak tizere
(r) \ k()
r r— r
Son :ZX Son—k—l’ nZl
k=1

yineleme bagtisiyla tanimlanir.
Bu polinom dizisi ayn1 zamanda I mertebeden genellestirilmis Padovan polinomlari, Padovan
I —adim polinomlari, Padovan r —polinom dizileri veya r —dovan polinomlari olarak da adlandirilir.

Buradan, r nin alabilecegi degerlere gore asagidaki diziler elde edilebilir:

I =2 igin baslangig kosullari % =0, % =0 ve goéz) =1 olacak sekilde

@ _ (2 ()
son 3 Xgon 2 + Son 3
yineleme bagintisina Padovan polinom dizisi denir. Eger X =1alinirsa Padovan say1 dizisi elde edilir.

r = 3 igin baslangig kosullart % =0, % =0, ) =0 ve P =1 olacak sekilde

3) _ y2,,03) 3) (3)
gon XSOnfz"‘XSOn 3+80n4
yineleme bagmtisina Tridovan polinom dizisi denir. Eger X =1lalinirsa Tridovan say1 dizisi elde edilir

(Vieira ve Alves, 2019).

I =4 igin baslangi¢ kosullar g)(4) =0, (go(_‘;) =0, g)(_‘;) =0 80(-41) =0 ve 54)84) =1 olacak sekilde

4 _ y3,,4 2, (4 (4) (4)
Son XSOn-2+XSOn-3+XSOn-4+SQn-5

yineleme bagintisina Tetradovan polinom dizisi denir. Eger X =1lalinirsa Tetradovan say1 dizisi elde

edilir. r nin diger degerleri i¢in benzer isimlendirmeler verilebilir.

Genellestirilmis Padovan polinom dizisine go(r) =1" doniisiimii uygulanirsa,

n+r+l —Ltn+r—1 r tn+r -2 ”._th+1_tn =0
esitligine ulasilir. Bu esitligin her iki tarafin1 t" ile boliiniirse
£y 22y 1= ()

karakteristik denklemi elde edilir. Bu denklemin t,,t,,...,t

YR+l

kokleri birbirinden farkli oldugunu

varsayalim. Buradan,
39



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

I =2 igin kokleri t,, t, ve t; olan Padovan polinom dizisinin karakteristik denklemi
t-xt-1=0,
r =3 icin kokleri t, t,, t; ve t, olan Tridovan polinom dizisinin karakteristik denklemi
t*—x*t* —xt-1=0,
r =4 igin kokleri t, t,, t;, t, ve t; olan Tetradovan polinom dizisinin karakteristik denklemi
t°—x°t* =Xt —xt-1=0

elde edilir. Eger X =lalinirsa sirasiyla Padovan, Tridovan ve Tetradovan say1 dizilerinin karakteristik
denklemlerine ulasilir. I nin diger degerleri i¢in benzer isimlendirmeler verilebilir.
Teorem 4.2.1. Genellestirilmis Padovan polinom dizisinin karakteristik denklemin koklerine bagli

genel ¢ozimil

808” 1 -« 1 1 Sogf) T 1 1 - soé”
Soir) t, - Ly Y Soir) EEE Lt ot - @ir)
. et P, 0 ot . thoty o "

[T (t-t) [T (-t) " I (6-y)

I<j<i<r+1 I<j<i<r+l 1< j<i<r+1

olmak tlizere

" r+1
r n
#n = Z Sl
k=1
bi¢imindedir.
. r+1
Ispat: Varsayalim ki her N >0 igin goﬁr) = Z:Skt;1 olsun. Dizinin tamimindan baslangi¢ degerleri goz
k=1

onunde bulundurulursa

r+1

r+1 r+l r+l
" _ " _ " _ 2 " _ r
0 _Zsk’ 1 _Zsktk’ (2 _Zsktk > e 60 _Zsktk
k=1 k=1 k=1 k=1

esitlikleri elde edilir. Yukaridaki dogrusal denklem sistemlerinin katsayilar matrisinin determinanti

11 1
A= t1 t2 tr
bt ta
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dir. t,t,,...,t.,, kokleri farkli oldugundan, lineer denklem sisteminin determinant1 sifir degildir.

Dolayisiyla lineer denklem sisteminin tek bir ¢oziimii vardir. Cramer kuralina gére, S;,S,,...,S

w191y
istenen bi¢imde elde edilir.
Bu takdirde, sdyleyebiliriz ki I nin alabilecegi degerlere gore asagidaki genel ¢oziimlere

ulasilir;

r=2 igin karakteristik denkleminin kokleri t, t, ve t, olan Padovan polinom dizisinin genel

¢Ozimu

Py 11 11 1
R 0t t
G Xt 1 ot —x
1 (ts tz)(ta tl)(tz_tl) (ts_tZ)(tS_tl)(tz tl)_(tl tz)(tl tS)’
1 e 1 11 1
t et t 0 t
t? P Zgbx tt, — X

U ox t
82_(ts_tz)(ts_ti)(tz_tl)_(ts_tz)(ts_tl)(tz_tl) (tz_tl)(tz_t?a),

1 1 o2 1 11
t 4 o t t, 0
R O t ot X ot -x
’ (t3—t2)(t3—tl)(t2—t1) (ts_tZ)(ts_tl)(tz_tl) (ts_tl)(ts_tz)

olmak tlizere
9512) =St +5,t7 +s.t]

dir. Eger X =lalinirsa Padovan say1 dizisinin genel ¢6ziimii elde edilir.
r =3 icin karakteristik denklemin kokleri t, t,, t; ve t, olan Tridovan polinom dizisinin genel

¢Oziimii

Y 1 1 1
2R A A
A
_ e L 6
' (t4 ts)(t4 tz)(t4_t1)(t3 tz)(ts tl)(tz tl),
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1 P 1 1
R
toey 6ot
b oo 66

K (t4 _tz)(t4 _tz)

—~

t, _t'l)(tS _tz)(t3 _tl)(tz _tl) |
1

1 1 pP
tl tz Soia) t4
ot el
v 4 e
3 = )
(t4 t3)(t4_t2)(t4_t1)(t3 tz)(ts_tl)(tz_'ﬁ)
1 1 1 ¥
t1 tz ts ((053)
¢ ¢ g e
£ 68 e

olmak tizere
®) =gt +5,t) +,t7 +,t7

n

dir. Boylece, Tridovan yineleme bagmtismdan 8 =1, 0 =0, P =x* ve p =x olmak
tizere t, t,, t, ve t, koklerine bagh S, S,, S; ve S, degerlerine ulasilir. Eger X =1 alimirsa
Tridovan say1 dizisinin genel ¢oziimii elde edilir.

r=4 icin karakteristik denklemin kokleri t,t,,t,,t,,t. olan Tetradovan polinom dizisinin genel
¢Ozimii

P =t +,t0 +5.t0 +5,t7 +s.t]

buradan, S,S,,S;,S,,S;degerleri Tetradovan polinom dizisinin yineleme bagintisindan 8034) =1,
g)f) =0, g9(24) =x°, gog‘” =x* ve gof) = X% + X olmak iizere t, t,, t;, t, ve &, koklerine baghdur.

Eger X =1alinirsa Tetradovan say1 dizisinin genel ¢oziimi elde edilir. r nin diger degerleri igin
benzer isimlendirmeler verilebilir.

Teorem 4.2.2. Genellestirilmis Padovan polinom dizisinin iireteg¢ fonksiyonu

1

G!é)r) (y) = 1— XF%Ly2 _ Xr*2 y3 e — yl‘+l

seklindedir.
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Ispat: Genellestirilmis Padovan polinom dizisinin iirete¢ fonksiyonu

G (y z Py"

(r) n+r+1+'” ,

(r) (r) (r)yn
=y T§; y+"'+(§on y teot POnia

terimleri ile ¢arpilirsa

2 r-2,,3 r+1
=X Y LY

olsun. Esitligin her iki tarafini sirastyla —X Yy

-1,,2 2 3 2 = 3
_Xr 1y Gg) (y) — Soér)y pir) y . X p(r) yn+ i Xr 18051?”1 n+r+3
-2,,3 3 3 -2
X2y GY (y) =Xy —x Pyt = = X2y X2y -
—yHng) (y) (@(Or)ywl pir)ywz . (@ﬁr)ymrﬂ .. ._@E]:)Hl n+2r+2
esitikleri elde edilir. Boylece,
(1_ XTy2 xRy y”l)Gé,” (y) p(r) +<§0(r)y+(<§0(r) X" p(r) ) y
( ) _xr So(r) go(r) ) y3 "L oo
(gof{) X0, — X2 — 1) VAR
= -2 +r4l
(((OE]:_)H:L—Xr psl?r—l_xr pﬁ?r—z_'“ SOE]I’))yn RS

0zdesligine ulagilir. Genellestirilmis Padovan polinom dizisinin baslangi¢ kosullarini ve

(r) (r) (r) () —
nr+r+1 X' SOnrJrr—l <§On:-r 27T Sonr =0
esitligi kullanilarak
1
(r) —
Gw (y) - 1— erlyz _ erzys o yr+l )
sonuca ulasilir.
Boylece,
I =2 igin Padovan polinom dizisinin iireteg fonksiyonu
1

G® — ’
© (y) 1—xy2 _ y3

I =3 i¢in Tridovan polinom dizisinin iirete¢ fonksiyonu
1
G (3) ( y)
1-x°y? —xy® —y*

I =4 igin Tetradovan polinom dizisinin iirete¢ fonksiyonu
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G(4) (y)

1

1-x°y? = xPy* —xy* - y°

elde edilir. Eger X =1 alinirsa sirasiyla Padovan, Tridovan ve Tetradovan say1 dizilerinin {ireteg

fonksiyonlarina ulasilir. r nin diger degerleri i¢in benzer isimlendirmeler verilebilir.

Teorem 4.2.3: Genellestirilmis Padovan polinom matrisi

0 1 0
0 1 0
00 0
RX)=]. . .
0 O 0
1 XZ Xr—l
olmak tizere R, (X) matrisinin Nn. kuvveti
r 2 —i r 3 —i r
@ﬁ)r—l X2 ‘@I(‘I)I’i ,1X3 @ﬁ)ri
nglr)r z Soﬁr)r i+1 Z| =1 Soﬁr)r i+l
. 2 i (r 3 3 (r
g{n (X) — So(n—)rﬂ Zi:lx pE\—)r—i+2 Zi:l Xs pfljr—nz
Pl DX s@ﬁ”. LXKl
L goﬁ?l Zizzix i ‘(O;rf)i Ziszl XS?iSOE\rf)i
bigimindedir.
Ispat: Tiimevarim yontemi ile n =2 igin
0 1 0 0] [0 0 1
0 0 O 0 0
L L 0 0 -+ 0 0 0 0 O
R, (X)R, (x)= . =l. . .
0 0 0 1 1 X
1 x X X+ 0] | X

J(r+1)x(r+1)

@) G
IR A
(r) (r)
z Son r—i+l son r+l
r - (r) (r)
zi=1X son—r—i+2 (@n—HZ

Foyr=i (n (r)
Zi:lx pn—i—l gon—l

royr-i (r) (r)
Zi:lx Fni n (r+1)x(r+1)
0 0 |
0 0
0 0 ,
: =R!(¥)
X' 0
r-2 Xr—l_

dogru oldugu agikga goriiliir. N =K i¢in iddia dogru olsun. Simdi de n =K +1i¢in dogrulugunu

gosterelim.

REOORL(X) = RE(x)
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IPRG)

Sgnfr—l

2 2 (n 3 3 (n) i () o |-
Zi:1x n-r—i zi:1X Sonfrfi zi:1X gon—rfi l@n—r
) 2 2k (n) 3 34 (n) r =i (r) (r)
son—r Zizl X n-r-i+l Zi:l X n-r—i+l i=1 X gon—r—h—l son—n-l
(r) 2 24 () 33 (n) ro =i (n (r)
pn—wl Zi:lx n-r—i+2 Zi:1X n-r—i+2 Zi:lx Son—rfhz sonfwz
(r) 2 24 (n) 3 3 () ro =i () (r)
Son—z Zizl X gon—ifl Zizl X ‘@n—i—l ZH X gon—i—l Son—l
r —i r —i r r r—i r r 1
Lo XuxTel XuxXen 2wl el
RG) 2 2 (n 3 30 (n) i () ]
Son—r Zizl X Sonfr—iﬁ ZH X Sonfr—iﬂ i=1 X Sonfr—iﬂ Sonfwl
(r) 2 241 (r) 3 3-i () r r—i () (r)
Son—n-l Z|:1X Sonfrfi»fz Z|:1X son—rfi-v-z Z,:1X pn—r—i»fz K(On—r»fz
(r) 2 24 (n) 38 (n) ro =i () (r)
pnfwz Zi:1 X Sonfr—iﬁ% Zi:l X Son,,,m Zi:1 X pn—r7i+3 pnfrﬁ
ORI D I Zoxel el
(r) 2 2o (r) 3 3 (n) r r=i(r) (r)
L gan Z|=1 X S/Jnfiérl Zi:lx Sgnfhl Z,=1 X Son—iﬂ Soml |
Boylece ispat gerceklesir.
Buradan, I =2 icin Padovan polinom matrisin N. kuvveti
(2) (2) (2)
gon—3 Son—l Sf’n—z
— (2) (2) (2)
R0 =| @0z 0 Poi |
(2) (2) (2)
Son—l Soml Son
I =3 i¢in Tridovan polinom matrisin n. kuvveti
(3) (3) (3) ®) (3
Son—4 X(@n—4 + Sgn—S Sgn—Z n-3
3 ©)) ©)] (3 (3
ER”(X) — pn—?; XS/‘)n—:’, +80n—4 Son—l Son—Z
8 3 X 3 + (3) 3 3
SOn—z son—Z Son—S pn pn—l
®) 3 3 3 (3)
n-1 X(@n—l + @n—Z n+1 n
I =4 i¢in Tetradovan polinom matrisin Nn. kuvveti
PRE (4) (4) 2. (4 (4) (4)
pn—s Xgon—s + SOn—G X SOn—S + Xpn—ﬁ + pn—?
(4) (4) (4) 2. (4 (4) (4)
gon—4 X(@n—4 + SOn—S X SOn—4 + Xgon—S + pn—ﬁ
n — (4) (4) (4) 2. (4) (4) (4)
iRA (X) - SOn—IS ngon—3 +<@n—4 X pn—3 + XSOn—4 +<@n—5
(4) (4) (4) 2. (4) (4) (4)
pn—Z X@n—Z + SOn-s X Sgn—Z + Xgon—3 + pn—4
(4) (4) (4) 2. (4) 4) (4)
_gon—l X<(On—1 +80n—2 X gon—l + X@n—z +Son—3

dir. Eger X=1 alimirsa sirasiyla Padovan, Tridovan ve Tetradovan sayi dizilerinin matrislerin n.

kuvvetlerine ulagilir.

(4)
SO n-3

(4)
SO n-2
(4)
n-1
(4)
§n

(4)
son+1

@
§n-4

(4)
gO n-3

(4)
SOn—z

©)
n1

4

£n
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Teorem 4.2.4. Genellestirilmis Padovan polinom matrisinin n. kuvvetinin tersi

AT Wt o R ST SHIS G CLUNN ClU

So(rn) r Z SO(rn) r-i+l -S_lx So(rn) rmivet z So(rn) roi+l SO(—rn)—Hl
(SR:(X)>_1 _ So(rn) rel Zizzlx 7'50(—rr1)—r—i+2 Ziilx 7.80(—rr1)—r—i+2 Z'_lx So(rn) roi+2 So(jn).fmz

CUTD S I PP S S PP Iy p“: P

AT Y s Z TR 2T 0 e

bigimindedir.

Ispat: Tiimevarmm yontemi ilen =1 igin

[0 1 0 0 0]l-x -x* =x* 0
00 1 0 0 0
5, /00 0 - 0 ofO0 1 0 ---00/001 - 00
woo(we) = . LT T = =
00 0 0o 1 0 1 0
1 x X X" 0| ] Lo 0 0 1

1
dogru oldugu agik¢a goriiliir. N =Kk igin ﬂ?f(x)(fﬁt(x)) =1 dogru olsun. Simdi de n=Kk +1 igin

dogrulugunu gosterelim . ER':”(X)(‘ﬂ%‘:”(x)y1 :‘J{‘:(x)ier(x)(iﬂi(x))fl(‘lﬂf(x))i1 =1 oldugundan

ispat tamamlanir.

I =2 icin Padovan polinom matrisinin N. Kuvvetinin tersi
n -1 -n
(R0) =R,
I =3 i¢in Tridovan polinom matrisinin N. Kuvvetinin tersi
n -1 -n
(R1(0) =R (),
I =4 i¢in Tetradovan polinom matrisinin N. kuvvetinin tersi
n -1 -n
(R0) =R, (x)

elde edilir. Eger X =lalinirsa sirasiyla Padovan, Tridovan ve Tetradovan say1 dizilerinin matrislerin

N. kuvvetinin terslerine ulagilir.
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4.3. Agirhikh Padovan Toplam Formiilleri

Bu kisminda, Padovan sayilarinin birkag toplam formiiliinii kullanarak gesitli agirlikli toplam

formiilleri elde edilmistir. Padovan dizisi i¢in ilk N terimin toplam formiilii

Z P=P.,- (4.1)

biciminde oldugu bilinmektedir.

Teorem 4.3.1. Asagidaki toplam formiilii dogrudur:
ZkP =nP_—P._,+9. (4.2)

n n
Ispat: o, = Z B, olsun. Z kP, toplam formiiliin sonucu asagidaki sekilde bulunur:
k=1 k=1

> kB =P +2P,+3P,+---+nP,

k=1
:Zn:Pk+Zn:Pk+Zn:Pk+~--+Zn:Pk
k=1 k=2 k=3 k=n

=a,+(a,—a,)+(a,—a,)++(a, —, ;)

=(a,+a,++a,)—(,+a,++a,,)

k=1

=n(P,,;-3)—-(P,,—12)+3(n-1)
=nP,, —P,+9

n+5 'n

Ornek 4.3.1. (4.2) esitliginin N =5 icin dogru oldugu goriilmektedir:

5
> kP, =1R, + 2P, + 3P, + 4P, +5P,

=1.1+21+3.2+4.2+5.3=32
=5.12-37+9
=5R, ~R, +9

Teorem 4.3.2. Asagidaki toplam formiilii dogrudur:

n

> (n-k+1)R =P, +P,

n+9 n+5
k=1

—3n-12. (4.3)
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Ispat: (4.1) ve (4.2) toplam formiillerinden,

Zn:(n—k+1)Pk =i n+1)PR, ZkP

k=1 k=1
- (n +1)( n+5 3) (n n+5 n+9 +9)
=P ,+P . —3n-12

sonucuna ulagilir.

Ornek 4.3.2. (4.3) esitliginin N =3 i¢in dogru oldugu goriilmektedir:

3
D> (3-k+1)R =3R +2P,+P,=3.1+21+2=7
k=1

=21+7-3.3-12
=P, +P,-3.3-12

Cift vet tek indisli Padovan dizisinin ilk n terimin toplam formiilleri sirasiyla

szk a1~ 2n+2 —1 ve ZPZk 2n+3 —Z

oldugu bilinmektedir.
Teorem 4.3.3. Asagidaki toplam formiilleri dogrudur:

1. Z(zk 1P, =(2n-1)R,,,, — 2P, +5, (4.4)
k=1
Zn“ZkPZK_ZnPZM 2P, ., +4. (4.5)
k=1

n n
ispat: ¢ = Z Py, ve y, = z P,, olsun. Yukaridaki toplam formiilleri asagidaki sekilde kanitlanr:

k=1 k=1

1.

> (2k=1)P, , =P +3P,+5P, +--+(2n-1)P, ,

k1
kZ: 2k 1+2;P2k 1+22P2k a4t +22P2k a
=1 2

=@, + 2(%—¢1)+2(<0n—¢2)+---+2(¢n—¢n4)

n-1
=@, +2(n_1)¢n _ZZ(DK

(2n 2n+2 22 2k+2

= (2n —1) Pyis —2P,.5+5
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2.

D 2kP,, = 2P, +4P, +6P, +---+2nP,,
k=1

= ZZn: Py +2§n:P2k +22n: Py +---+2§n:P2k
k=1 k=2 k=3 k=n

=27, +2(y = 1)+ 2(7a=72)+ -+ 2(Va = Vo)

n-1
= Znyn - 22 7k
k=1
n-1

=2n ( P2n+3 - 2) - 22( P2k+3 - 2)

k=1

=2nP,, 5 = 2P, +4

Ornek 4.3.3. (4.4) ve (4.5) toplam formiillerinin N =3 igin dogru olduklari asagida goriilmektedir:

3
> (2k =1)P,_, = P, +3P, +5P,
k=1
=1+3.2+5.3=22
=(2.3-1)7-2.9+5

=(2.3—1)P8 -2R, +5

ve

3
> 2kP,, =2P, +4P, + 6P,
k=1

=21+42+64=34

=239-212+4

=2.3P, 2P, +4
Teorem 4.3.4. Asagidaki toplam formiilleri dogrudur:

n

1. > (2n-2k+1)P, , =2P, ;+P,,,—2n-5, (4.6)
k=1
2. Zn:(Zn—Zk)P2k =2P, ., —4n—4. 4.7)

k=1

ispat: (4.4) ve (4.5) toplam formiillerinden yararlanarak,

1.
> (2n-2k +1) Py =20 Py, — > (2k—1)P,
=) k=1 k=1
=2n ( Pon2 _1) _(Zn _1) Poniz 2Py =5
= 2P2n+3 + P2n+2 —2n-5
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Zn:(Zn—Zk) P, = ZnZn: P, —ZH:ZkPZk

k=1 k=1 k=1
=2n(P,,.;—2)—-2nP,,,; + 2P,
=2P, ,—4n-4

2n+4

—4

n+4

sonuclara ulasilir.

Ornek 4.3.4. (4.6) ve (4.7) toplam formiillerinin N =3 i¢in dogru olduklar1 gériilmektedir:

M

(6—2k +1)P, , =5P +3P,+ P, =5.1+3.2+3=14

=~
1

1

=29+47-2.3-5
=2P,+P,—23-5

ve

3
> (6-2k)P, =4P,+2P, +0R, =4.1+2.2+0.4=8
k=1

=212-43-4
—2P,-43-4

Teorem 4.3.5. @ ve d keyfi reel sayilar olmak lizere asagidaki toplam formiilii dogrudur:

—dP, ,+12d —3a.

n+5 n+9

n
> [a+(k-1)d]R =(a+nd-d)P,
k=1
Ispat: (4.1) ve (4.2) toplam formiillerinden faydalanarak asagidaki sekilde kanitlanir:

Zn:[a+(k—1)d]Pk =aZn:Pk +dzn:kPk —dzn; P,
k=1 k=1

:a(Pn+5—3)+d(nPn+5 P.o+9)—-d(P,s—3)
=(a+nd-d)P ;-dP ,+12d -3a

Teorem 4.3.6. Asagidaki toplam formiilii dogrudur:

Zn:ksz =n’P,s+(9-2n)P

n+9

—2P

n+6

—4p

n+d 65
ispat: (4.1) ve (4.2) toplam formiillerinden yararlanarak,

D k*B =P +4P,+9P, +---+n’P,

k=1
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:Zn:Pk +3Zn: P +52n: P +---+(2n—l)zn:Pk
k=1 k=2 k=3 k=n

=

=n’a, -

=N

=n

=n

=n

=n°P .+

sonuca ulagilir.

n

2

n-1

> (2k+1) e,

k=1
n-1

+3(a, — ) +5(a, —a, )+ +(2n-1) (e, — a1, 4)

?(Ps—3)= Y (2k+1)(P,s —3)

k=1
n+4

“(Pus=3)-2(2k-9)(R.-3)

?p

n+5

’p

n+5

n+5

k=6
n+4

—3n*-2nP

n

n+4 n+4 n+4

—3n’-2) kP +9) B +6) k—> 27
k=6 k=6

+9 _2P

n

n+6 n+4 n+9

k=6 k=6

—4P , +46+9P

n

(9-2n)P,.,—2P, ,— 4P, , —65

~108+3n? +27n-30-27(n-1)

Teorem 4.3.7. m=1,2,3,... olmak iizere agirhg: k™ olan Padovan toplamlari i¢in asagidaki toplam

formiilii gergeklenir:

> kP,
k=1

=n"P,,+

n+3

m-1
m [ 2 } m 3 m-2i-1
(n+1) Pn+2—1—2§ - D k™R,

k=1

n
Ispat: S_(n) = z k™PB, olsun. Béylece, binom toplam formiiliinden faydalanarak,

k=1

Sm(n) = Zn:km (Pk+3 - I:)k+l)

sonuca ulagilir.

k=1
n+l

=2 (k-1)
k=2

=n"P, .+

n+3

=n"P, .+

n+3

=n"P, .+

n+3

=n"P,,+

n+3

(n+1)"

(n+1)"

(n+1)"

(n+1)"

Pk+2 -

n-1

> (k+1)" R,

k=0
n

P.,—1+ > (k=)D"= (k+)")R.,

k=1

mim . .

Pz _1+; Z( j ]((—1)1 —1)k"“ij
m-1

n 2

I m |
P _1 _2 km—2|—1 P
n+2 +; — (2' +1J( ) k+2

i=0 k=1

m-1
[?} m X m-2i-1
I:>n+2 -1-2 Z 2i+1 Zk Pk+2
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4.4. Besli Fibonacci-Padovan Say Dizisi

Bu kisimda, Fibonacci ve Padovan dizilerin karakteristik denklemlerinin koklerine sahip yeni
bir say1 dizi elde edilmistir. Elde edilen bu say1 dizisine besli (quinary) Fibonacci-Padovan say1 dizisi
denir. Daha sonra, bu dizinin karakteristik denklemin kd&klerine bagli genel ¢6ziimii, ireteg
fonksiyonlari ve kismi toplam formiilii bulunmustur (Diskaya ve Menken, 2023a). Gogin ve Myllari

tarafindan baslangi¢ kosullar farkli olan asagidaki yineleme bagintis1 verilmistir (Gogin ve Myllari,
2007).

Tamim 4.4.1. Baslangi¢ kosullart FP, =0, FB, =1, FP, =2, FP, =4 ve FP, =8 olan

FP . =FP ,+2FP_ —2FP

n+5 — n+4 n+3 n+

FP

n?

(4.8)

yineleme bagintisini saglayan {FPn }nzo reel say1 dizisine besli Fibonacci-Padovan sayt dizisi denir.
Bu dizinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:

FP,=0, FR =1, FP, =2, FP, =4, FP, =8, FP, =14, FP, =25, FP, =43, FR, =73.
(4.8) yineleme bagintisinin baslangi¢ kosullari sirasiyla

FP, =0, FR, =1 FP, =1 FR, =2, FP,=3 ve FR, =1, FE =1 FP, =1 FR, =2, FP, =2

olarak alinirsa Fibonacci ve Padovan say1 dizilerinin ilk birkag terimi

FP, =0, FR =1 FPR, =1 FR, =2, FP, =3, FR, =5, FP, =8, FR, =13, FB, =21 ve

FP.=1 FR =1 FR, =1 FR, =2, FR, =2, FR, =3, FR, =4, FR, =5, FR, =7

seklindedir. Besli Fibonacci-Padovan say1 dizinin yineleme bagintisimin karakteristik denklemi

2°-7"-22°+22+1=0 (4.9)

dir. (4.9) denkleminin (2.1) ve (3.3) deki kokler arasindaki iliski asagidaki sekilde tiiretilmektedir:

a+p+r+r,+r,=1ve aprrr,=-1.

Teorem 4.4.1. Besli Fibonacci-Padovan sayi dizisinin karakteristik denklemin koklerine bagh genel
¢Ozimii

i = 3a+2
C (a-B)(a-n)(a-r)(e-n)
P 3542
©(B-a)(B-n)(B-n)(B-1)
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. nL+rn+2
e -A) ) ()
i = r,+nr+2 |
(r,—a)(n,-B)(r,-n)(r,-r)
r+nr,+2

) (- A (h-n)(R-1)

olmak tizere

FP, = ja" + " + joi" + j,0, + j,1 (4.10)

seklindedir.
Ispat: Cramer kurali veya Gauss-Jordan eleme yontemi ile ispat1 kolayca gerceklestirilebilir.

Teorem 4.4.2. Besli Fibonacci-Padovan say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu

X% + X

G”«X):l—x—2ﬁ+2x5+ﬁ

seklindedir.
ispat:

Gp (X) =Y FPX" = FP, + FRX+ FRX? ++--+ FPX" +---

n=0

besli Fibonacci-Padovan say1 dizisinin iireteg fonksiyonu olsun. Esitligin her iki tarafina sirasiyla —X,

—2x2, 2x* ve X terimleri ile carpma islemi uygulandiginda

elde edelir. Sonra, taraf tarafa toplama islemi ile

(1-x=2x*+2x" +X*) Gy (X) = FP, +(FP, - FP, ) X+ (FP, - FP, - 2FP, ) *
+(FP,— FP, — 2FPR) x> +(FP, — FP, — 2FP, + 2FP, ) x* +--
+(FP,—FP_,—2FP, _, +2FP,_,+FP _)X"+--

sonucuna ulasilir. Begli Fibonacci-Padovan say1 dizisinin baslangi¢ kosullarini ve
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FP-FP_,-2FP _,+2FP _,+FP, =0
esitligi kullanarak

_ X% +X
1-x=2x>+2x* +x°

Ge (X)

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir.
Not edelim ki besli Fibonacci-Padovan dizisinin iireteg fonksiyonu, asagidaki gibi Fibonacci

ve Padovan dizisinin iirete¢ fonksiyonlarmin ¢arpimidir:

GF(X)GP(X):( X )[ 1+X )_ X2+ X Gen (X).

1-x—x> J\1-x=-x>) 1-x=2xX"+2x*+X°

Teorem 4.4.3. Besli Fibonacci-Padovan say1 dizisinin iistel iirete¢ fonksiyonu

* FP

EFP(x):Z nln X" = je™ + jzeﬂx + e+ e + ],
n=1 g
seklindedir.
[oe} Xn
Ispat: ¢ = Z—I oldugundan,
1 N

0 an 0 ﬂn 0 rn [ee) rn © rn
e =D X, M= X e = X e =Y B ve eV =) x]
n

n=1 n: n=1 n: n=1 't- n=1 - n=1 n!

sonuglarma ulagilir. Sonra, ilk esitligin her iki tarafi j;, ikinci esitligin J,, iigiinci esitligin J,,
dordiinci esitligin  j,, ve besinci esitligin  J; ile carpilip tim esitlikler toplamirsa (4.10) esitligi

kullanilarak asagidaki esitlik elde edilir:

n! ~ n!

N oY) | - £ N
. . . . . > o+ + 0+ 0+ T - FP.
Jleax + Jzeﬂx + J3erlx+ J4er2x + J4er3x =Z Jl JZIB Js 1 J4 2 J4 3 Xn n N .
=1

Teorem 4.4.4. Besli Fibonacci-Padovan sayilarinin kismi toplam formiili

> FP, =2FP, ,+2FP, ,—FP,  +2

n=0

seklindedir.

Ispat: Besli Fibonacci-Padovan say1 dizisinin tanimindan

FP

n+5

—FP, ,=2FP ,—2FP —FP

n+4 n+3 nt1” ' Tn
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oldugu bilinmektedir. Boylece,

FP, — FP, = 2FP, - 2FP, - FP,
FP, — FP, = 2FP, - 2FP, - FP,
FP, — FP, = 2FP, - 2FP, - FP,

I:I:)m4r4 - I:Pm+3 = 2Fpm+2 - ZFPm - I:Pm—l
I:I:)erS - I:I:)m+4 = 2Fpm+3 - 2FPm+1 - I:pm

esitlikler taraf tarafa toplanirsa
2FP,;+2FP,,—FP . +2=>FP,
n=0

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir.
4.5. Bi-Periyodik Padovan Say1 Dizisi

Bu kisimda, bi-periyodik Padovan say1 dizisi tanimlanmis ve bu say1 dizisinin karakteristik

denklemin koklerine bagl genel ¢6ziimi, iireteg fonksiyonlari ve kismi toplam formiilii incelenmistir.
Tamm 4.5.1. @ ve b sifirdan farkli reel sayilar olsun. Baslangi¢ kosullar1 p, =1, p, =0 ve p,=a
olan

ap,_, + P,_5, egern cift ise

P, :{ n>3 (4.11)

bp, , + P,_s» €8er n tek ise

yineleme bagtisini saglayan { pn} , dizisine bi-periyodik Padovan say: dizisi denir.

n=

Bi-periyodik Padovan say1 dizisinin ilk birkag terimi asagidaki gibidir:
p,=1, p,=0, p,=a, p,=1, p,=a% p,=b+a, p,=a’+1, p,=b’+ab+a’.

Yukaridaki tanimdan, bi-periyodik Padovan say1 dizisi i¢in bir kiibik denklem asagidaki gibi

olsun:

x® —abx—ab =0. (4.12)
(4.12) denkleminin r*, r? ve r° kokleri arasinda asagidaki gibi iliskiler kurulur:

ab ab ab
e +r, +r° =0,

r1 ab r.zab r?’ab — ab,
r_1.31b rzab + rlab rgab + rzab rsab — —ab.
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Teorem 4.5.1. Bi-periyodik Padovan sayi dizisinin karakteristik denklemin koklerine bagli genel

¢Ozimu

oo (-a-a) . (P-a(rt-a) . (R -a)(n’-a)

ql - (rlab _ r2ab)(rlab _ r3e1b) V2 T (rzab _ rlab)(rzab _ r3ab) M3 T (rsab _ rlab)(rsab _ rzab) !

0 = a+b—r® —r® ¢ = a+b—r®—r® ve ¢ = a+b—r®—r®

1 r.1ab (rlab _ r2ab) (rlab _ I,.Sab) r M2 rzab (r.zab _ rlab) (rzab _ I,.?)ab) 3 raab (rsab _ r.lab)(r.?)ab _ r2ab)
olmak tizere,

b b b
_) @) 40 (Rh) +ag () n=2k (4.13)
Pr = b/.abyn b /,.abyn b/.abyn — 2k 1’—' ' :
C11('11 ) +q2(r2 ) +q3(r3 ) , N= +

seklinde ifade edilir.

ispat: Bi-periyodik Padovan sayilarinin (4.12) denklemi ve r*, r?® ve r?® kokleri ile elde edilen
fark denkleminin genel ¢oziimii (4.13) esitligi olsun. Burada, bi-periyodik Padovan say1 dizisinin
baslangig kosullarin1 gz 6niinde bulundurarak, ¢, 2, g3, @, g ve @ degerlerini asagidaki

esitlikleri kullanilarak Cramer kurali veya Gauss eleme yontemi ile hesaplanir:

Po=0; +0; +0; =1
P, =07 (") + a5 (") +05 (1) =

P, = qla(rlab)4 + q;(rzab)4 + q;(rsaby =a’

ve

b,.ab b,.ab b,.ab
P, =0/ +0q,r, +0;5 =0

ps =0 (1)’ + 0 (5°)° +05 (")’ =1
P = ()" +0;(5°)° +0;(5°)° =a+b

Onerme 4.5.1. Asagidaki 6zdeslikler dogrudur:

I. Pokia = (a"' b) Poxs — abpzk-s + Pays: (4.14)

. P = (a+b) Pok—2 —@BPy_4 + Poce- (4.15)
Ispat: (4.11) yineleme bagmtisindan,
i.
Porss = PPy + Pacs

= bp2k—1 +aPy s+ Poys
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= bpzk—l + a( Pok1 — bp2k—3) + Py s
= 0P,y + AP, —abP, 5+ Py s
= (a + b) Po_1 —a0P, 5+ Pys

Pax = aPgy 2 + Pak3
=Py, +bPy 5+ Pocs
=aPy ., + b( Pak—2 — 8P4 ) * Pas
= aP,_, + 0Py, —aDP, 4 + Poys
= (a + b) Pa_z —abPyy 4 + Pacs
elde edilir.
Teorem 4.5.2. Bi-periyodik Padovan say1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

2 —x°+bx* -1
2 P’ = x° —abx* +(a+b)x* -1

k=0

seklindedir.
ispat:

3 R % N 2k+1
Z pX = Z Py X + Z Pok.aX
k=0 k=0 k=0

olmak tlizere

N 2k 2 2n
szkx = Po + PX" Aot Py X A
k=0

iirete¢ fonksiyonuna Sirastyla —1, —abx”, (a+ b) x2 ve X ile carpma iglemi uygulandiginda

0

2k 2 4 = 2k
=D P X = =Py — P X = p Xt =D Py X
k=0 k=3

—ab) | p, X =—abp,x* —ab>_ p,,_,x*,

k=0 k=3

(a+b)i P X2 =(a+b) p,x* +(a+b) p,x* +(a+b)i Py, X7,
k=0 k=3
Z p2kx2k+6 _ Z p2k—6X2k
k=0 k=3

esitliklerine ulasilir. Sonra, taraf tarafa toplanir ve (4.15) esitligi kullamirsa asagidaki esitlik elde edilir:

e n bx? —1
kzz(; PaX = e apx +(a+b)x* -1

Benzer sekilde,

57



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

- 2k+1 3 2n+1
Z PoyaX = P XA+ PgXT Aot Py X +
k=0

olmak {izere sirasiyla —1, —abx*, (a+b) x> ve X° ile carpma islemi uygulandiginda

S 2k+1 3 5 X 2k+1
_Z Poy.aX = =P X—= PX" — PsX _Z Poa X
k=0 k=3

_abz PoiaX x2S = abp1x _abz Pok_sX x*,

k=0 k=3

(a+h) szm x*** =(a+b) px°+(a+b) p,x°+(a+b) Zka R

o0 0

2k+7 __ 2k+1
Z p2k+lx - z pzk—SX '
k=0 k=3

esitlikleri elde edilir. Sonra, taraf tarafa toplanir ve (4.14) esitligi kullanirsa asagidaki esitlik elde
edilir:

3

= —X
2k+1

Z PacuX ™ =75 4

k=0 X =

abx’ +(a+b)x* -1
Boylece,

A —x*+bx* -1
Z‘ P _Zkax +szk+1 K= x® —abx* +(a+b)x* -1

ispat tamamlanir.

Teorem 4.5.3. Bi-periyodik Padovan say1 dizisi i¢in iistel iirete¢ fonksiyonu

n gle" +q2 +q3 , =2k

“ X
Py—=
nzzt; br1X+qb r2X+qb % n=2k+1

seklindedir.
Ispat: (4.13) esitliginden faydalanarak,

e |G g g BN
> p, ) ) |

=T )
; qu(rl i +qu(rz_f+qu(fs_f, n=2k+1
=0 nt n=0 n! n=0 n:

arlx

+05e” +q3 e"* n=2k
+q2e™ +qle" ™ n=2k+1

br1 br2

sonucuna ulagilir.
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Teorem 4.5.4. Bi-periyodik Padovan say1 dizisi i¢in kismi toplam formiili

Zpk—— pn 3+pn 2+pn+l+pn+2 (1_ab)(pn+pn—l)+b_2

a+b-ab

seklindedir.
Ispat:

3 2
Z Py :Z Pak "'Z Pk

n

2
olmak tizere Z P,, toplam formiilii asagidaki gibi ¢oziiliir. (4.15) esitliginden
k=0

Pok = Paks = (a"‘b) Py, —abp,_,
sonucuna ulasilir. Sonra,

Ps — Po :(a+b) P, _abpz
Ps — Py :(a+b) Pe _abp4
Py — P, =(a+b) py —abp,
p pn 6 (a+b) pn 2 abpn—4

esitliklerine ulasilir. Boylece,

(=}

2
P2+ P+ Py, —abp, +b—1=(a+b-ab)> p,
k=0

n
L
2
dir. Z P,.., toplam formiilii asagidaki gibi ¢oziiliir. (4.14) esitliginden
k=0

Pokis = Poks = (a"' b) Poxs — abpzk—s

sonucuna ulasilir. Sonra,

P, — P, =(a+b) ps —abp,
Py — Ps :(a+b) P, _abps
P — Ps :(a"'b) Py _abp7

Pos— P, =(a+b)p, ,—abp,

esitlikleri elde edilir. Boylece,
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L]
2

pn+1 + pn—l + pn—3 - abpn—l -1= (a+ b- ab)z p2k+1'

k=0
dir. Buradan,
n Ny
. _ 2 < _ Prs t Prz t Poa + Pz +(1_ab)( P, + pn—l)+b_2
épk _gpzk—i_;pﬂﬁl_ a+b-ab

elde edilir. Boylece, ispat tamamlanir.
4.6. Simetrik Padovan Say1 Dizisi

Bu kisimda, Padovan say1 dizisinin baslangi¢ kosullarimt Py =0, P, =0 ve P, =1 alinarak

simetrik Padovan sayi dizisi olarak adlandirilan yeni bir dizi tanimlanmis ve simetrik oldugunu
gosteren bir tablo verilmistir. Sonra, gesitli 6zdesliklere ulasilmistir (Diskaya ve Menken, 2022).

Tanim 4.6.1. Baslangi¢ kosullart sirastyla

pO,n = I:)n’ pl,n - F)n+3’ p2,n = I:)n+5 ve pm,O = I:)m’ pm,l = I:)m+3' pm,2 = I:)m+5 (416)

olan
pm,n = pm,n—z + pm,nfsa nz= 3, (4'17)
pm,n = pm—2,n + pm—3,n’ m Z 3 (418)

iki yineleme bagintisin1 saglayan {pm’n} reel say1 dizisine simetrik Padovan sayr dizisi denir.

m>0,n>0

Boylece, asagidaki tablo elde edilir:

Tablo 4.1. Simetrik Padovan say1 diziSinin ilk birkag terimi

N nio |1 |2 |3 |4 |5 1|6 |7 |8 |9 |10
0 o |0 (1 (0O (2 (2 (12 (2 |2 |3 |4

1 0O |1 (1 (1 |2 (2 |3 |4 |5 |7 19

2 1 |11 12 |2 |3 |4 |5 |7 |9 |[12]16
3 o |1 (2 |1 3 |3 |4 |6 |7 |10)13
4 1 |12 |3 |3 |5 |6 |8 |11|14|19]|25
5 1 12 |4 |3 |6 |7 |9 |13|16|22 |29
6 1 |3 |5 |4 |8 |9 |12|17 21|29 |38
7 2 |4 |7 |6 |11 13|17 |24 |30 |41 |54
8 2 |5 |9 |7 |14 16|21 30|37 51|67
9 3 |7 (121019 |22 |29 |41 5170 |92
10 4 |19 |16 (13 |25(29 |38 |54 |67 |92 121
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Tablo 4.1 de goriilebilecegi tizere dizinin simetri 6zelligi (4.17) ve (4.18) esitliklerinden

yararlanilarak agagidaki bicimde gosterilir:

pm,n = pn,m
Onerme 4.6.1. Asagidaki 6zdeslik dogrudur:
Pun = PuPs + PoiPs +PosP, num>3. (4.19)

Ispat: (4.16) ve (4.18) esitlikleri dikkate alindiginda kolayca goriilebilir. Gergekten, her n >3 igin

P3n = Pin+ Pon =Fhs + R,
Pan = Pon+ Pro =Ps+Ps
Psn = Psn+ Pon =Pus ¥ Pus + R,
Pon = Pynt Py =Ps+2R.;+P,
P;n = Psnt Py, =2P.s+2P

n+3

+P,
tiimevarim yontemine gére N, M > 3 igin

pm,n = pm—2,n + pm—3,n = Pm I:)n+5 + Pm+1Pn+3 + I:)m—lpn
oldugu gortiliir.

Teorem 4.6.1. Simetrik Padovan say1 dizisinin karakteristik denklemin koklerine bagli genel ¢oziimii

a, =Pr’+P r’+P _,,b =P r+P r;+P  vec =Pr +P r +P , olmak iizere
n n n
Pon = Za, 0 + z,b.1, +2,C.1; (4.20)

seklindedir.
Ispat: (4.19) ve (3.8) esitliklerini kullanilarak,

Doy = PP +P

m’ n+5 m+1

Pn+3 + Pm—ll:)n
=P, (20" + 2,1 + 2, )+ Py (20 + 2,0 4 2,0 )+ B (240 + 2,0 + 2,1

=7,(P,r° +P,

m+1

3 n 5
62+ Py )6 +2, (Pt +P

m+1

3 n 5
7+ Py )1 +25 (P15 + P

m+1

3 n
0 +P,,)n
=za, " +z,b.1r, +z2,c.1;

sonucu elde edilir.

Teorem 4.6.2. Simetrik Padovan say:1 dizisi i¢in iirete¢ fonksiyonu

2 & D XEExy(X+y+D)+y°
zzpm,nxy = 2y(3 ) 2 ys
=0 10 1-x"=x)A-y"—y’)

bi¢imindedir.
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Ispat: (4.16) esitliginden,
0 2
Po(X)=nZ=(;po,n ZPX _m
2

pl(X) :z pl,n ZPMSX _%’
n=0

X —X

- . X+ x+1
pz(x) = Z pZ,nX = Z I:)n+5X = TB
n=0 n=0 1_X —X

sonucuna ulagilir ve (4.18) esitliginden

pm (X) = pm—2 (X) + pm—3 (X)

oldugu sdylenir. Boylece,

N n PX+ Pm+ X+ P,
pm (X) ZZ pm,nx - - 3
n=0 1_X -

elde edilir. Sonra, ispat asagidaki gibi kanitlanir:

o0

72 Py”

2
1-x"-X" 503

ZZ%JY r Z%w+ Z%ﬂ+

m=0
2

X y+1 X yo+y 1 y?

= + +
1_X2_X3l_y2_y3 1_X2_X31_y2_y3 1_X2_X31_y2_y3
X Hxy(X+y+1)+y°

@1-x*=x*)1-y*—y?)

Teorem 4.6.3. Simetrik Padovan say1 dizisi i¢in iistel tireteg fonksiyonu

X X
men =za e¥ +z,b e +z,c e"
seklindedir.
Ispat:
0 0 Xn 0 Xn
e =", e =) —vee®=>r'"—
n=0 n=0 n ! n=0 n !

oldugundan (4.20) esitligi yardimiyla
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= X
n n n
E,(x)= Z za K" +z,b 1 +z, 1 —

—zaZr +zb Zr +zcz —I

X X

=za.e"v + zzbme +2,¢,%

elde edilir.

Teorem 4.6.4. Simetrik Padovan sayi dizisi i¢in toplam formiilii

m

zz Pk = n+10 )(Pm+5 _1)+(Pn+8 - 2)(Pm+6 _1)+(Pn+5 _l)(Pm+4)

t=0 k=0

bi¢imindedir.

Ispat: (4.19) esitligini kullanarak,

Z(PPK+5 yr I:>t+1F) k+3 + Pt—lpk)

2

t=0 k=0

ZR I:)k+5 +Z t+lz Pk+3+ZP ZP
t=0 t=0

m m m

(Pn+10 Z t n+8 Z I:1+1 + n+5 )Z I:?[—1
t= t=0 t=0
(

Pn+lO )( Pm+5 ) ( n+8 2)( Pm+6 1) ( Pn+5 _1)( Pm+4 )

ZZ Pk =
k=0

t=0 k=

=]

sonucuna ulasilir.
4.7. Titresimli Padovan Say Dizisi

Bu kisimda, ¢ok sayida genellestirmeye sahip olan Padovan sayi dizileri igin yeni bir

genelleme verilmektedir.

Tamm 4.7.1. a, b ve C sabit reel sayilar olsun. Baslangi¢ kosullari Y, =Q, =a, Y,=Db ve
), =c olan
Yo =y =Yy +Cy,

sz = sz—z + sz—s’

QZk = szfz +QZk—3

iki yenileme bagintisin1 saglayan {Yk} ve {‘Pk} dizi ¢iftine titresimli Padovan sayt dizisi denir.

k>1 k>1

Bu dizi ¢iftinin ilk birkag terimi Tablo 4.2 de verilmistir.
63



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

Tablo 4.2. Titresimli Padovan say1 dizisinin ilk birkag terimi

n Yn Yn :Qn Qn

1 a

2 b c

3 b+c

4 a+c a+b

5 2a+b+c

6 a+2b+c a+b+2c

7 2a+3b+3c

8 3a+2b+3c 3a+3b+2c
9 6a+5b+5c

10 5a-+6b+5c 5a-+5b+6¢
11 10a+11b+11c

12 11a+10b+11c 1la+11b+10c
13 22a+21b+21c

14 2la+22b+21c 2la+21b+22c

Teorem 4.7.1. K. Jacobsthal sayist J, ile gosterilsin. K >1 igin

Y2k+l = sz+1 = jk (b+C)+ 2jk—la’
sz = jk—l(a+c)+2jk—2b’

sz = jk—l (a+ b) +2 jk—ZC

0zdeslikleri dogrudur.

Ispat: k =1 i¢in iddia dogrudur. iddianin k >1 igin dogru oldugunu varsayalim. Simdi k +1 dogal

sayist i¢in dogru oldugunu gosterelim.

11k olarak,

Ikinci olarak,

Uciincii olarak,

Y2|<+1 = QZk+1 = sz +sz
= j,,(2a+b+c)+2j, ,(b+c)
=(Ja+2j,)b+c)+2j ,a
=j,(b+c)+2j, ,a

Y2k+2 = sz + YZk—l

= Ju(@+b)+2j, ¢+ j(b+c)+2j _,a

=(Jat2)p)@+c)+2j b
= j(@+c)+2j.4b

64



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

sz+2 = sz + QZk—l

= Ju(@+C)+2j b+ j ,(b+c)+2j, ,a

=(Jut+2j)@+b)+2j,,cC

= j(@a+b)+2j._c

¢ =—b durumunda titresimli Padovan sayi dizisinin tablosu asagidaki gibidir.

Tablo 4.3. ¢ =—b oldugu titresimli Padovan say1 diziSinin ilk birkag terimi

n Yn Yn = Qn Qn

1 a

2 b -b

3 0

4 a-b a+b
5 2a

6 a+b a-b
7 2a

8 3a-b 3a+b
9 6a

10 5a-+b 5a-b
11 10a

12 1la—-b 1la+b
13 22a

14 2la+b 2la—-b

¢ =b durumunda titresimli Padovan say1 dizisinin tablosu asagidaki gibi olur.

Tablo 4.4. ¢ =b oldugu titresimli Padovan sayi dizisinin ilk birkag terimi

n Yn Yn = Qn Qn

1 a

2 b C

3 2b

4 a+b a+b
5 2a+2b

6 a+3b a+3b
7 2a+6b

8 3a+5b 3a+5b
9 6a-+10b

10 5a+11b 5a+11b
11 10a+22b

12 1la+21b 1la+21b
13 22a+42b

14 2la+43b 2la+43b
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4.7.1. Genellestirilmis Titresimli Padovan Say Dizisi

Tamm 4.7.1.1. b,b,,...,b, ve a sabit reel sayilar olsun. Baslangi¢ kosullar

T =T = =0, =4,

T12 =b1’72,2 =b2’---’fk,2 =b,,

olmak tizere m >1 pozitif dogal say1 i¢in insa edilen K dizi asagidaki sekildedir:

Toma = Toomea =" = Tomer = Taom T Toom T+ T omo
Tiom = Tkom2 1 Tiomay

Toom = Tkaom—2 1 Toom-3s
Tkom = Tiom2 T Tk om-3-

Kk
Bu dizilere genellestirilmis titresimli Padovan sayi dizisi denir. B =Z:bi olmak {izere yukaridaki
i1

dizilerin ilk birkag terimi agagidaki tabloda verilmistir.

Tablo 4.5. Genellestirilmis titresimli Padovan say1 diziSinin ilk birkag terimi

m 11Jn TZJﬂ o Tk,m

1 a a a

2 by b, by

3 B B B

4 a+b, a+b,, a+h

5 ka+B ka+B ka+B

6 a+b +B a+h,+B a+h +B

7 ka+(k+1)B ka+(k+1)B ka+(k+1)B
8 (k+Da+b +2B (k+Da+hb _,+2B (k+Da+h +2B

Teorem 4.7.1.1. j. k — Fibonacci sayisi F; ile gosterilsin. 1<m ve 1<i<Kk igin

2m-2
Tiam = Pom 1@+ By i +[ Z Fj,k j B,
=0

Tiama = kFZm—Z,ka+ Fom1x B,

2m-3
Tiam-2 = F2m—2,ka+bi +[ Z Fj,k}B’

j=0

Tiam—3 = kFZm—3,ka'+ F2m—2,k B,

66



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

ozdeslikleri dogrudur. Burada, K — Fibonacci say1 dizisi, baslangi¢ kosullar1 Fy, =0 ve F, =1 olan

Fr.ox = Fouox +KF,  yenileme bagntisina denir.

Ispat: m =1 icin iddia dogru oldugu a¢iktir. m >1 dogal sayilarin dogru oldugunu varsayalim. Simdi

m+1 dogal sayisi igin dogru oldugunu gosterelim.

Tama = Toama = " = Tnama = Tuam2 T Toamz T T T am2
2m-3
=kF,, ., a+B+k| D F,, |B
=0
= kP, 5 @+ (Fy +KFy, +kFy +--+KF, 5. )B

= kFZm—Z,ka + F2m—l,k B
ve

Tiam3 = T24m3 = " = Tk am-3 = Cram-a T Toama T T Thama

2m-4
=KF,, 5@+ B+k£ Z Fj,kJB
j=0

= KF,,, g @+ (Fyy + KRy, +KFyy +---+kFy, ., )B
= kFZm—3,ka + F2m—2,k B

4.8. Padovan Ug¢gen Dizisi

Bu kisimda, Padovan sayi dizisinin terimleri ile olusturulmus Pascal liggenine benzer bir
licgen sistemi tanitilmaktadir. Ayrica Padovan {iggen diziSinin tanimi yapilip cesitli 6zdeslikler

verilmektedir (Diskaya ve Menken, 2020).

Tamm 4.8.1. Baslangi¢ kosullart pg = 051 = 011 = Poo = Pro = Pop = Prs = Poz = Po, =1 0lan

pm,n = pm,n—2 +pm,n—3’ (n > 3) (421)

pm,n = pm—2,n—2 + pm—S,n—B’ (m’ n= 3) (422)

yineleme bagmtilarini saglayan { pm’n} . dizisine Padovan ii¢gen dizisi denir.

m=nz

Burada p,,, gosteriminde M siitunu, N satir1 temsil etmektedir. {pm’n} _, dizisinin

m=n=

sayilar1 Sekil 4.9 da, sembolik gosterimi de Sekil 4.10 da gosterilmektedir.
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1
1 1
1 1 1
2 1 1 2
2 2 1 2 2
3 2 2 2 2 3
4 3 2 4 2 3 4
5 4 3 4 4 3 4 5
7 5 4 6 4 6 4 5 7
S 7 5 8 6 6 8 5 7 9
12 B 7 10 8 ) 8 10 7 9 12
16 12 9 14 10 12 12 10 14 9 12 16

21 16 12 18 14 15 16 15 14 18 12 16 21

Sekil 4.9. Padovan liggen dizisinin terimleri

Poo
Poi P
Pz Pz Paa
Pos Pis Pas Pss
P P Prs P Pry
Pos Pis Prs Pss Pys Pss

Pos Prs Prs Pis Pis Pss Ps6

Sekil 4.10. Padovan iiggen dizisinin sembolik gdsterimi

(4.21) esitligi kullanilarak baslangig kosullari o, , =B, =1, p,, =R =1, p,, =P, =1 olmak iizere

0. siitun,

Pon = Pon-2T Pon-s

yineleme bagintisini saglamir. Boylece, p;, = P, oldugu agikga gdriiliir.

Benzer sekilde p, , = 0, ., + 0, .5 Yineleme bagmtisinda da p, , = P, oldugu sonucuna varilir. Bu

n

durumda Sekil 4.9 ve Sekil 4.10 dan
po,n = pn,n = I:)n’ pl,n :pn—l,n = Pn—l Ve pZ,n :pn—Z,n = Pn—2

oldugu goriiliir. (4.21) yineleme bagintisinin art arda uygulanmasiyla,

Pmn = Pmn-2 T Pmns
= Pimn-z T Prmn-at Pmns
= Prna t2Pnns  Prnss
=2Pmns+2Pmns ¥ P
=2Pmn-6+3Pmn7+2Pmns
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yazilabilir. Bu sekilde devam edilirse, p,, , Padovan {iggen sayilar1 ve P, Padovan sayilari arasinda

asagidaki gibi bir iligki bulunur:
pm,n = k—zpm,n—k + I:)k—llom,n—k—l + Pk—3pm,n—k—2’ 2<k<n-m-2.
Boylece, K=n—m-—2 igin

pm,n = F)n m— 4pm m+2 + P —m—. 3pm m+1 F)—m—spm,m
-Pp_,P+P P +P P

n—-m- -m-3"m -m-5"m
= ( I:)n m-4 + I:)n—m—3 + Pn—m—S) F)m
= ( Prn2tPin 3) P
olmak tlizere
P = Pnfm Pm (4.23)

elde edilir. Buradan, Padovan tiggen dizilerindeki her eleman iki Padovan sayisinin ¢arpimi seklinde

oldugu goriiliir. Ornegin,

Pas =P P =Rk =12=2,
Pso =Py sFs =PF=24=38
dir. Ayrica, (4.23) esitliginden,
pm,n = pn—m,n

olur. n=2r ve m=r alnirsa p, , = F’r2 dir. Béylece, p, ,, Padovan sayilarinin karesidir. Diger bir
deyisle, Sekil 4.9 da goriuldiigii tizere ortadaki dikey ¢izgi boyunca uzanan elemanlar Padovan
sayilarimin kareleridir. Ornegin, p, ¢ = P? =4, Ps10 = R? =9 dir.

Teorem 4.8.1. Padovan ii¢gen dizisi i¢in (3.2) denkleminin koklerine bagh genel ¢oziimii

m2m

2
a, = P+ P05 " + PRty

2 m 2m
b, = p,° + PP, R*"L" + P, psnT,

2 2 2
Ch, =Pz + PPN mrzm + p2p3r1mr2 "

olmak lizere
n n n
=a " +b,r"+c,L,

seklindedir.
Ispat: (3.6) ve (4.23) esitliklerinden
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n-m n—-m n—-m m m m
Prn=PinPn = ( (LR 1Pl 1 )( P+ P+ Psly )
2.n n-— m m n-mg.m m,. n—-m n— m
R R Y A A A A ] J1r TS S AT O N
m,. n-m m, . n-m + p3 r

RPN+ PR T
)5+ (9" + PupoRE” + PPk

m

2m, m m, 2m

:(pl +p1p2 r +p1p3r I’
2 2

+ (P57 + PPt + P, Pt )
n n n

=a,"+b,r," +c,r".

sonucu elde edilir.

Teorem 4.8.2. Padovan tiggen dizisinin toplam formiilii igin tirete¢ fonksiyonu

Ee) n 2
Z[ZPm,an" Z(HZLXZ

n=0 \_m=0 1— X2 —XS)

seklindedir.

Ispat: Padovan iiggen dizisinin toplam formiilii igin iireteg fonksiyonu
2
G, (X) = Poo +(po,1 + pl,l)x+(p0,2 T P2t P2 ) X +"'+(po,n TPt T Pon ) X"+
olmak tizere bu fonksiyonun her tarafini sirasiyla —2x%, =23, x*, 2x°ve Xx° ile carparak;

—2X2GP(X)=—2,00’0 (,001+p11 X — 2(,002+,012+p22) =
2(p0n+pln+ +pnn X

n+2

)

)

—2X3Gp(x):—2poyox3— (p01+,011)x4 2(p02+p12+p22)
—2(p0n+p1n+ +pnn)x'H3

X4Gp (X) = /00,0)(4 + (/00,1 + pl,l) X+ (po,z TPt Pas ) X

n+4

+(p0,n+p1,n+”'+pn,n)x e

2X5Gp (X) = 2po,ox5 + 2(:00,1 + :01,1) X° + 2(:00,2 T P2t Pap ) X"+

n+5

+2(p0,n+p1,n+."+pn,n)x e

X6Gp (X) = pO,OXG +(po,1 + pl,l) X"+ (po,z T P2t Pap ) X

n+6

+(p0,n+p1,n+'“+pn,n)x oo

esitliklerini elde ederiz. Boylece, taraf tarafa toplanirsa



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

2

(1—X2—X3)2GP(X)=pO’O+(p0’1+p1'1)X+(p0’2+pl’2+p212 X't

n n-2 n-3 n-4 n-5 n-6
+ [z Pmn 22 Prn-2~ 22 Pmn-3 + me,n—4 + 22 Pmn-s + Z Pmn-6 j X'+
m=0 m=0 m=0 m=0 m=0 m=0

esitligi elde edilir. Buradan,

n n-2 n-3 n-4 n-5 n-6
zpm,n - 22 Pmn-2~ 22 Pmn-3 + me,n—4 + 22 Pm.n-s + me,n—ﬁ =0
m=0 m=0 m=0 m=0 m=0 m=0

esitligi kullanilarak

142X+ X°
e ey

elde edilir.

Onerme 4.8.1. Asagidaki 6zdeslikler dogrudur:

I pm,n = pm+3,n+6 + pm+l,n+2 - (pm+l,n+4 + pm+3,n+4)’
. Pm-tn-2Pmitne2 = Pm-1,nPmns
1. pm+3,n+6 = pm+1,n+2 + pm+1,n+1 + pm,n+1 + pm,n !

IV pn,Zn = pO,npn,n'

ispat:
i (4.23) ve Sekil 4.10 kullanarak Sekil 4.11 elde edilir:

P mn

P, 4 L3 n+d

pﬂH—}_n-HS

Sekil 4.11. i. 6zdesligin gosterimi
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Sekil 4.11 ve (4.23) esitligi ile asagidaki esitlige ulasilir:

Pmn = I:>n—m I:)m
= I:)n—m (Pm+3 - Pm+1)
= _Pn—m I:)erl + I:)n—m Pm+3

= ( I:)n—mﬁ-l - Pn—m+3) I:)mﬁ-l + ( Pn—m+3 - I:)n—m+1) I:)m+3
“P Pt PP~ (P PP P

n-m+3" m+ —m+l mel T \Tn-m+3Tmat —m+1" m+3

= Pmi3nie T Pmstnz (pm+l,n+4 T Pmiania )

ii. (4.23) esitligi ve Sekil 4.10 kullanarak Sekil 4.12 elde edilir:

p m—1,m-2

pm—l.,n pj}:+l_jr

p}u+l__n+2

Sekil 4.12. ii. 6zdesligin gosterimi

Sekil 4.12 ve (4.23) esitligi ile asagidaki esitlige ulasilir:

pm—l,n—2pm+l,n+2 = I:)m—n—l Pm—l F)n—m+1 Pm+1

= I:)n—m+1 I:)m—l Pn—m—l Pm+1
= pm—l,npm+1,n

iii. (4.23) esitligi ve Sekil 4.10 kullanarak Sekil 4.13 elde edilir:
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‘,!‘\prm—l w2

Pui3ne

Sekil 4.13. iii. 6zdesligin gosterimi

Sekil 4.13 ve (4.23) esitligi ile asagidaki esitlige ulagilir:
P

pm+3,n+6 = I:>n—m+3 m+3
= I:>n—m+3 I:)m+1 + Pn—m+3 I:)m

3 P P + I:)n—m I:)m+1 + Pn—m+lpm + I:)n—m I:)m

n-m+1" m+1

= pm+l,n+2 + pm+l,n+1 + pm,n+l + pm,n

iv. (4.23) esitligi ve Sekil 4.10 kullanarak Sekil 4.14 elde edilir:

pn__br
Sekil 4.14. iv. 6zdesligin gdsterimi

Sekil 4.14 ve (4.23) esitligi ile asagidaki esitlige ulagilir:

pn,2n = I:)n IDn
=R RRF,

= po,npn,n
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4.9. Bernoulli-Padovan Sayilari ve Polinomlari

Bu kisimda, Bernoulli P-sayilari ve P-polinomlari, Bernoulli-Padovan sayilar1 ve
polinomlar1 ve Pado-Bernoulli matrisi arastirilmis ve ¢esitli 6zdeslikler elde edilmistir (Diskaya ve
Menken, 2023b).

Bernoulli P-sayilari ve P-polinomlari igin baz1 6zellikler:

e Padovan sayilarina gore agilim gosteren P-faktoriyel,

RI=RP.R, PR, RI=1

seklinde tanimlanir.

e n>k>1 olmak iizere Padonomial katsayilar

n P
P -k *"k*

n

n n
ile tanimlanir. Eger, n <K ise [k] = 0dir. Ayrica (Oj =1dir.
P P

Buradan, (4.24) esitligi kullanilarak,

SUE A
(el GLAGLES)
S|

esitlikler kolayca kanitlanabilir.

e P-analog i¢in binom ag¢ilim1

ile gosterilir.

e  P-iistel direte¢ fonksiyonu

e =y — (4.26)
seklindedir.
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e K cismi iizerindeki polinomlarin cebiri Q olsun.

Dy (X")=Px"*, n>0

n

kosulu saglayan Dj :Q — Q bir lineer déniisiimii P-tiirev olarak isimlendirilir. Buradan,

D (ef ) =tep (4.27)

sonucuna ulagilir.

n
Tanim 4.9.1. (k] Padonomial katsayilar ve P, Nn.Padovan sayisi olsun. Bernoulli P-sayilar
P

n 1 (n
Bn ) Z_( j
’ k=0 I:>k+1 k p

ile tanimlanir. Bernoulli P- sayilarinin birkag elemani agagidaki gibidir:

9 19 45
Bor =1, Bl,P =2, Bz,P =% BS,P ZE’ B4,P =5 Bs,P =

Asagidaki teoremin ispatinda kullanacagimiz Zanxn ve Z S.x" iki sonsuz serinin Cauchy
n=0 n=0

garpimi,
[ianxn][iﬂnxnj:i ak n-k (428)

bi¢ciminde tanimlandigini hatirlatalim.

Teorem 4.9.1. B, , Bernoulli P-sayilari igin iistel iireteg fonksiyonu

2 o (eh-1)et
2.Bre Pn!:%

n=0

bi¢imindedir.

Ispat: (4.26) ve (4.28) esitlikleri yardimuyla,

@ t"
ZBn,Pa

n=0

Il
L0
=
i}

o
f-U‘H
T
7 N\
~ =5
o
N—
;U|'-;

n

M 2D

>

I}

o

=~

i}

o

-
T
Ay

-

T |
=

>
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sonucuna ulasilir.

n
Tanim 4.9.2. (k] Padonomial katsayilar ve P, n.Padovan sayisi olsun. Bernoulli P-polinomlar:
p

k=0 k41

2 (-3 ]

ile tanimlanir. Bernoulli P-polinomlarin birkag terimi asagidaki gibidir:

Bop (X) =1
B, (X)=x+1
B, (X)=X*+Xx+=,

BB’p(x):x3+2x2+x+%,

B4YP(X):X4+2X3+2X2+X+%.

Teorem 4.9.2. B, ,(x) Bernoulli P-polinomlart i¢in iistel tireteg fonksiyonu

" o et _1)e
; Ban (X)a =@

t

seklindedir.
Ispat: (4.26) ve (4.28) esitlikleri yardimiyla,

L S R N
S 0053 S ()]« )5,
© Pnl Xn—k )
nz:[k PMP_k!Pk!Pn!jI

n
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sonuca ulasilir.

Tanim 4.9.3. BnP (X) Bernoulli-Padovan polinomlari tistel iirete¢ fonksiyonu yardimiyla

LSS &
) _1—§Bn (X) 55 (4.29)

n

ile tamimlanir. Bernoulli-Padovan sayilari, Bernoulli-Padovan polinomlarinin X =0 daki degerleridir.
Yani, B, =B (0) dur.

Bernoulli sayilar {istel iireteg fonksiyonu yardimiyla

t =ZB§’t— (4.30)
-1 & " p!

n

t
eP

bigiminde tanimlanir. Bagka bir deyisle,

Bnp (X) Bernoulli-Padovan polinomlar;, B” Bernoulli-Padovan sayilar olmak iizere

)
)=x"=2x°+2x —x+z,
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Bf (x)=x"—3x" +3x° —3x? rox—2,
4

B, Bernoulli-Padovan sayilari, B] =1 olmak iizere

nin
BP = [ j B, (n>1
ile tanimlanir. i1k birkag Bernoulli — Padovan sayisi asagidaki gibidir:

B, =1, B =-1, B;:%, B3P:—%, B, ==, BSP:—Z.

ilk birkag By (X) Bernoulli-Padovan polinomlari ve B, ,(x) Bernoulli P-polinomu ile klasik

B, () Bernoulli polinomlar: arasindaki iliskiyi Sekil 4.15'deki grafiklerde verilmektedir.

3
g hl 1 3

25
25

2
2

15
15

1

— 05
~_ 0.

f 1 D 2
2 s ] ED

.
s
g i
s

.S F=Bl(x)

8=B,5(¥)

] !
-1 “B (x
4 h=B,(x)

n=3

Sekil 4.15. n=1,2,3,4 icin B, (x), B (x)ve B, (x) grafikleri.
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Onerme 4.9.1. B” (X) Bernoulli-Padovan polinomlarin P-tiirevi

Dy (By (x))=P.B,(X)

n

seklindedir.

Ispat: (4.29) esitliginin her iki tarafin P-tiirevini aliirsa

tDy (e3)

elde edilir. Sol taraf (4.27) esitliginden hesaplanir. Sag taraf igin

D; (B (x))= D3 (2)=0

oldugu ag¢iktir. Buradan,

(e —iDX(BP(x))i

eb-1 & "\ P!

0 tn 0 y tk
38 (%)= 03 (87 (X)),
n=0 n- k=1 K "
0 o tn+1 0 . o tk
2B (x) X :ZDP(Bk (X))_,
n=0 n- k=1 k

ulagilir. Esitligin sag tarafinda kK yerine n+1 yazilirsa,

0 b tn+1 0 . b tn+l
an (X)Plzsz(Bn+l(X))P |
n=0 n n=0 n+l*
37 (0 5= 3D (B 0) o
— n Pn | — P n+l Pn+1 Pn '

hesaplanir. Bu iki serinin esitliginden,
DX (B!, (x
Br::r (X) P ( n+1( ))
Pn+1

elde edilir. Boylece, N yerine n—1 yazilirsa ispatin tamamlandig goriiliir.
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Onerme 4.9.2. Bernoulli-Padovan polinomlari
n-1 n
D | B (x)=Px"", n>1
k=0 k p

esitligi ile de hesaplanir.

Ispat: (4.29) esitliginin her tarafim e; ile carpilirsa,

(65 1) =3B (x)e} - B ()
e,t:,—l P rart n P n Pnl
65 = 387 (x)eb =B ()
X S t"
D; ()= 3B (x)e} 87 (X)) 55
J& ))& t"
o 3 ]=;(B:<x>e;—8:<x))@
» t"D} Xn) °° t"
S 3 (B (e - ()
© tnPan—l 0 tk 0 tn
ZO ¥ =§BE(X)627—§85(X)7
sonucuna ulasilir. Buradan,
© b . tk 0o ® o tl tk
kZ:;Bk (X)epjzég Bk (X)77
- (0
=5 " RIR!
I w1 &Gge t"P,!
I+k =nicin _nZ(;PnlkZ;Bk(x)Pnk'Pkl
(3
Sl o)
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elde edilir. Boylece,

ootnpnxnf
2, P! Z—.

n=0

H
8
~—
=1
M
/—_\\
;/
o
*n
—
>
S
N—
|
s
o
= v
—~
>
N
;U|~;

elde edilir. Serilerin esitliginden;

elde edilir.

49.1. Pado-Pascal ve Pado-Bernoulli Matrisleri

Bu kisimda, Pado-Pascal ve Pado-Bernoulli matrisleri incelenmektedir. Calismadaki bulgular

i¢in Nx N tipinde PC, =(cij) Pascal matrisi

-1 egeri> |
, egerizJ,
¢, =1l j-1 g J

0, egeri< j.

seklinde oldugu hatirlatalim. (Brawer ve Pirovino, 1992; Call ve Velleman, 1993).
Tamm 4.9.1.1. i, j ve n tamsayilari ve 1<1i, j<n i¢in nxn tipinde PP, [X] :(F’Pn (X;i, J))

Pado—Pascal matrisi,

i-1)
X, egeri> |,
PP (X, ])= [j—ljp gert =] (4.31)

0, egeri< j.

seklinde tanimlanir.
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Ornek 4.9.1.1. n=5 icin

1 0 0 0 O

x 1 0O 0 O
PR[x]=|x* x 1 0 O
xX* 2x¥* 2x 1 0

X2 4xt 2x 1)

elde edilir.

n-1

Tanm 4.9.1.2. n>2, b =1ve b, = —Z:bk [k J olmak tizere PPn’l[X] = (PPnfl(X;i, j))
/e

Pado-Pascal matrisin tersi,

i—1 o
b._. X!, egeri> |,
PPn—l(X;i’ J): I—j+l(j _1JP ger J
0, egeri< j
ile tanimlanir.
Ornek 4.9.1.2. n =5 igin,
1 0 0 O]
—X 1 0 0 O
PP5_1[X] = 0 —X 1 0 O
X 0 =2x 1 0
-x* 2x* 0 -2x 1]

sonuca ulagilir.

Tamm 4.9.1.3. B, (X) n. Bernoulli P-polinomu olsun. i, j ve N tamsayilari ve 1<1, j <n igin

PB, [X] =(PBn (xi, J)) Pado-Bernoulli matrisi ,

-1

B . , o i> ',
PBn(X;iij): (J_]JP I_J'P(X) egert = )

0, egeri< J.

(4.32)

seklinde tanimlanir.
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Ornek 4.9.1.3. n=5 igin,

1 0 0 0 0

x+1 1 0 0 0

PB;[x]= X2+ X+1 X+1 1 0 0
X2+ 2x2 +X+3 2x% +2x+1 2X+2 1 0
X2+ 2 +x+5 2 +AC +2x+1 AT +4x+2 2x+2 1)

elde edilir.

Tamm 4.9.1.4. n. Padovan sayist P, olsun. i,j ve n tamsayilari ve 1<1i,j<n igin

Q(P)= [ o ]M matrisi

1 (I—l} .
] , egerlz=],
Py = Pi—j+1 J-1 P (4.33)
0, egeri< |
ile tanimlanir.
Ornek 4.9.1.4. n =5 ig¢in,
10 0 0 O]
11000
Q(P): 21100
21210
_% 1 2 2 1J
sonuca ulasilir.
) L n=m .
Onerme 49.1.1. §,, = 0 Kronecker delta fonksiyonu ve her n pozitif tamsayis1 olmak
' ,n=m
uzere
nfn
Z( J B,:ikiz P15, (4.34)
o\ K P P ’
esitligi dogrudur.

Ispat: (4.24), (4.26) ve (4.28) esitliklerinden faydalanarak,

nn
Z( J Bnp—k 1 = F)n !5n,0
k), P

k=0 k+1
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" P 1
: n _Pn!5n,

n P
P !Z Bn-k 1 _ P15,
koo P B!
o n BP 0
Z n—k 1 :z §n .
n=0 k=0 Pn_k I Pk+1' n=0

seklinde kanitlanir.

Teorem 4.9.1.1. n. Bernoulli-Padovan sayis1 B olmak iizere Q(P)z[pij] _ matrisinin tersi

-1 P) = |:qij:|n><n olsun. Bu takdirde,

(i—lj o _ A
; B_;,, egeriz|],
qij = J_l P

0, egeri< |j

dir.
Ispat: (4.25), (4.33) ve (4.34) esitliklerinden yararlanarak,

(@ (PP, = S,
( ]Blpk 1 (k—l]
k—j+1 J 1
( - '_J_j B,
k=] j- 1P k-] P | Pk—j+1

1) Eifi—i
_ [ -] Biﬁ-_ki
J_l 0 k p ! P

k+1
i—-1) &(n 1
= JB:k_
p

j_lpk:O k P

-1
= P16,
1-1, ’

sonuca ulasilir. Buradan, i = j igin (Qfl(P)Q(P))..

1

=1vei# ] i¢in (Q*(P)Q(P)) =0 du.

]
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Ornek 4.9.1.5. n=5 igin,

1 0 0 0 0
11 0 00
QiP)=[ ¢ -1 1 0 O
11 2 10
2 1 2 -2 1]

sonucu elde edilir.

Teorem 4.9.1.2. PB_[x] Pado-Bernoulli matrisi ve PP,[x] genellestirilmis Pado-Pascal matrisi
olsun. Bu takdirde,

PB, [x]=PR.[x]Q(P)

dir.
Ispat: (4.25), (4.31), (4.32) ve (4.33) esitliklerinden yararlanarak,

(PR, ~2um -3 1) 1)

k=]

i-—lj i1 (i—j) i
1-1 p k=0 Pk—j+l k P

hedeflenen sonuca ulasilir.

Ornek 4.9.1.6. n =5 igin,

1 0 0 0 0]f2 0 0 0 0]
x 1 0O 0 011000
PR[x]Q(P)=[x* x 1 0 0|4 1 1 00
x> 2x* 2x 1 0|4 1210
xto2xt 4x® 2x 1]|3 1 2 2 1]

1 0 0 0 0]

X+1 1 0 0 0

= X2+ X +1 X+1 1 0 0|=PB,[x]
X +2x2+x+3 2x% +2x+1 2X+2 1 0
X2+ 2X x5 2 +4X7+2x+1 4T +4X+2 2x+2 1)

elde edilir.
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4.10. Genellestilmis Padovan Polinom Matrisi ile Kriptolojik Sifreleme Sistemi

Haberlesme, varolusumuzdan bu yana gerekli duyulan bir ihtiyagtir. Medeniyetlerin
olusumundan bu yana giivenli bir haberlesme aktarimi birinci derecede 6nemlidir. Kriptografi, giivenli
bir kanal {izerinden haberlesmemizin giivenligi, mahremiyeti ve gizliligi hakkinda ¢aligan bir bilimdir.
Bu g¢aligmanin amaci giivenlikten 0diin vermeden anahtar {iretimi i¢in karmasikligi azaltan bir agik
anahtar kriptografisini incelemek ve bu anahtar1 kullanarak sifreleme sistemi olusturmaktir.

Kumari ve Tanti tarafindan sonlu bir Fp cismi {lizerinde genellestirilmis Fibonacci sayilarim

iceren Ozyinelemeli blok matrislerini kullanan bir agik anahtar kriptografisi onerilmistir. Bunun igin,
kdsegen yerlerde multinacci matrisleri igeren bir iist tiggen matris tiirli olan multinacci blok matrisleri
tanimlamislar ve bazi cebirsel 6zelliklerini elde etmisler (Kumari ve Tanti, 2022).

Bu ¢alismada, 6nce genellestirilmis Padovan polinom matrislerini kullanarak genellestirilmis
Padovan blok polinom matrisleri tanimlanmis ve bazi 6zellikleri elde edilmis, ardindan anahtar
degisimi i¢in bir anahtar anlagma yontemi verilmistir. Genisletilmis Hill sifreleme ve affine sifreleme
sisteminden ilham alinarak bir acgik anahtar kriptografisi Onerilmis ve Sonra olusturulan anahtar
degisimi ve sifreleme sistemi sayisal bir 6rnekle agiklanmistir. Son olarak sifreleme sistemin analizi

gergeklestirilmistir.

4.10.1. Genellestirilmis Padovan Polinom Blok Matrisleri

Bu kisimda, genellestirilmis Padovan polinom blok matris kripto sistemi i¢in genellestirilmis

Padovan polinom blok matrisi tanimlanmis ve gerekli bazi 6zdeslikler verilmistir.

Tamm 4.10.1.1. n.mertebeden R (X) ve R ?(x) herhangi iki genellestirilmis Padovan polinom

matrisleri ve x(X) aym mertebeden herhangi bir kare matris olsun. Bu takdirde, genellestirilmis

Padovan polinom blok matrisi

®=[ER:H(X) w09 } (4.35)
0 EanZ (X) 2nx2n

seklinde tanimlanir.
Asagidaki teorem, belirli bir oOriintiiyli izleyen genellestirilmis Padovan polinom matrisleri
iceren ® nin kuvvetleriyle ilgilidir.

Teorem 4.10.1.1. kK e N igin

GK{SREW H(x)} |
0 mﬁmz (X) 2nx2n

olmak tizere
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€00 =3 (700)" k0 (87 (0)

esitligi dogrudur.
Ispat: Tiimevarim yontemine gore kanit1 gergeklestirelim. (4.35) esitliginden k =1 i¢in dogru oldugu

goriilir. K =r igin dogru olsun. K =r +1 i¢in dogru oldugunu gosterelim.

®r+1=®r®{m;”‘l(x> & (x) }P:‘m K(x)}
0 R.™ (X) 0 R (X)
R R ) (X)) + & )RT? (X)
10 R (X)

Buradan,

= i

Ri™ () (%) + k" ()R (%) =%;“‘1(x)z<(x)+{ l(mz‘l(x))”"x(x)(ma‘z () }R ()

r—

= (9(-+] (R 00) (0400 (700) |97 (0
= R () () + (R () KR (X) +--+ () (K72 (x))

=3 (92(0) K00 (97 ()

L i
i=0

elde edilir. Boylece istenen kanitlanmis olur.
Bir matrisin kriptografide anahtar eleman olarak kullanilabilmesi i¢in tersinir olmasi gerekir.
Bir matris tersinir ise determinanti sifirdan farklidir. Asagidaki teoremde, genellestirilmis Padovan

blok matrisinin tersinir oldugu kanitlanmaktadir.

Teorem 4.10.1.2 R*(x) ve R 2 (X) herhangi iki genellestirilmis Padovan polinom matrisleri olsun.

Bu takdirde, genellestirilmis Padovan blok matrisinin determinanti

o] =1

dir.
ispat: |R (x)| =1 oldugu bilinmektedir. Bu takdirde,

R x(X)

0 w00 = R (0] [R7 (0| =1

] =

elde edilir.
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Bdylece, genellestirilmis Padovan polinom blok matrisin tersi

R (0 ) (R0 =R )x()R™ (%)
0 ®*x) | o0 R.™ (X)

seklindedir. Ciinkdi,

W00 w09 (R0 I EORCOR )
0 R\M™(x) 0 R,™(X)

e A O N O N IR R T
0 R_™(x) 0 R™(x)

dir.

Kriptolojik sistemde sifreleme ve sifre ¢6zme igin kullanilacak 6nemli bir 6zdeslik su
sekildedir:

Onerme 4.10.1.1. R™(x), R (X), R (x), R™“(X) genellestirilmis Padovan polinom matrisleri

ve k) (x), KM (x) ayn1 martebeden kare polinom matrisleri olsun. Bu takdirde, sirasiyla

(<00)” =5 (w0 00) ™ 900 (52 00)

i=0

1

(<900)" =3 (1 00)"™ ' 5 00 (387 00)

olacak sekilde
(iﬂz‘l(x) KM(X)JU: R (x) (x00)"
0 R 0 R (x) )
[*R?ﬁ(x) zc“”(x)JV: R0 (x9(0)"
0 RFX 0 K™ ()
ise
(K'(V) (X))(u) _ (K'(u)(X))(V)
dir.
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Ispat. Genellestirilmis Padovan polinom matrislerinin degisme 6zelligini kullanarak

[
H

> () K00 (9 (%)

(K'(V) (X) )(U)

Il
M

=
H

v-1

> () LZ(%? 00) " k() (R (%)) ](m? ()

i=0

I
gk

-1

=4
|

LN

<

S (320) 7 (R0) T K0 (R0(0) (R0 (0)
5 (s00)
> (9() " K0 (9 ()’
(“”(x))(”

M

I
Lo

H

o

u-1

<

(32 0)" K00 (R () j(sn? )’

i=0

Il
-
Ll

o

sonuca ulasilir.

4.10.2. Genellestirilmis Padovan Polinom Blok Matris Kripto Sistemi (GPPBM Kripto Sistemi)

GPPBM kripto sistemi i¢in bir agik anahtar ve bir gizli anahtar su sekilde olusturulmaktadir:
A kisisi GF(2™) Galois cismi lizerinde P(X) indirgenemez polinomu, R™(x), R (X)

genellestirilmis Padovan polinom matrislerini ve aym mertebeden x(X) polinom matrisini secerek

:[%?(x) K(x)

genellestirilmis Padovan polinom blok matrisini olusturur. Sonra, herhangi
0 W)

bir s dogal sayis1 seger ve x® (X) anahtar elemanini su sekilde hesaplar:
. 1 s-1-i [
K00 = (R (9)) T x()(R=(x)) (mod P(x))
i~0

Burada, A kisisi (P(x),x(x),/c(s) (x)) genel anahtar1 ve (iRn”‘l (), R (%), s) gizli anahtar tiiretir.

A kisisi ile B kisisi arasinda bir iletisim oldugunu varsayalim. A kisisi hem genel anahtar1 hem
de gizli anahtar1 bilirken B kisisi yalnizca genel anahtari bilir. Q= (Ql(x)Q2 x)---Q, (X)) acik metin
ve O= (Ul(X)UZ(X)---Un(X)) sifreli metin olsun. Burada agik metni sifrelerken anahtarin

boyutuna gore eksik kalmamasi adina agik metnin son kismini ilk degerler ile tamamlanir. B kisisi A

kisisi ile iletisim kurmak i¢in ihtiya¢ duyacagi adimlar asagidaki gibidir:
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1. B kisisi GF(2") Galois cismi iizerinde R*(x) ve R™(X) genellestirilmis Padovan
polinom  matrisleri ve aym mertebeden &(X) polinom matrisi  secerek

om0 x(x)
0o e

(1]

} genellestirilmis  Padovan polinom blok matrisini  olusturur.

Ardindan, herhangi bir t dogal sayisi seger ve k™ (X) anahtar elemanim asagidaki gibi
hesaplar:
S 1 . i
000 =2 (R () <) (R (X)) (mod P(x)).
i=0

2. B kisisi sifreleme anahtarin

E, =(x9(09) = 3 (92 00) ' k9 00 (37 00) (mod P()
olarak hesaplar.

3. B kisisi son olarak k. siitunu E_'nin k. siitunundaki 6gelerin toplamina esit olan GF(2™)

Galois cismi iizerinde N boyutunda bir ¥ satir vektérii olusturur.
Boylece, B kisisi yukaridaki verileri kullanarak agagidaki sifreleme yontemini olusturur:
U, =OE, +¥(modP(x))

Sonra, bu yontemle GF (2") Galois cismi iizerinde elde edilen O sifreli metni ve & (x)

anahtar elemanin1 A kisisine gonderir. A kigisi (K'(t) (x), U) verisini kullanarak agik metni kurtarmak
icin agagidaki prosediirleri yiiriitiir:

1. Akisisi % (x) kullanarak E, sifreleme anahtarini asagidaki gibi hesaplar:

E, =(x(0)" = Sz_l(in:‘l (0) " K90 (R0 (x)) (mod P(x)).
i=0
2. Sonra sifreli metni ¢ozmek i¢in E_ sifreleme anahtarinin D, = (EK )_1 tersini hesaplar.
Boylece A kisisi asagidaki sifre ¢ozme yontemini kullanarak sifreli metni ¢ozer:
O, =(U,-¥)D, (modP(x)).

Asagidaki 6rnek ile bu kripto sistemin igleyisi gosterilmektedir.
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Ornek 4.10.2.1. Sifrelenecek agik metin olarak "Selam" segtigimizi varsayalim. Ek 1’deki ASCII

tablosunda "S-e-1-a-m" harflerine karsilik gelen onaltilik, ikili ve polinom degerleri asagidaki gibidir:

Harf —» Onaltihlk — ikili — Polinom
S —» 53 01010011 — x®+x* +x+1
65 —01100101— x°+ x> +x*+1

e —

| — 6C —01101100 > x* +Xx° + x>+ x°

a - 61 —01100001— x®+x°+1

m - 6D —01101101 > x°+ x> +x*+x° +1

A Kkisisi bir GF(2°%) Galois cismi iizerinde P(X) = x® + x> +x%+x+1 indirgenemez polinomu ve

0 01 0 1 0 XX 0
R)=[1 x 0|, RX)={x x* 1|, «xX=[x+1 x+1 1 olmak iizere
0 1 x 1 0 x° X x> 0
R0 x(x) o . .y ) L
M (x) = 0 ” 4( ) genellestirilmis Padovan polinom blok matrisi seger. Boylece, A kisisi
X
2

s=2, m=2, m=4, n=2 ve m=8 sectiginden dolay1 x? (X) anahtar elemanini su sekilde

hesaplar:

K@ (x) = i(mg(x))“ x(X)(RE(0) (Mod X+ + x>+ x+1)

= R(X)rc(X) + w ()R (%) (Mod X° +x° +x° + x+1)

0 0 1| © x> 0 0 x> of[o 1 «x

=[1 x O||x*+1 x+1 1|+|x*+1 x+1 1||x x* 1 (modx8+x5+x3+x+1)
01 xJ| x x* 0 x x> 0fl1 o ¥

X NG 0 x* x° X

=[x+ X XF+xP+x x|+ xX¥+x+1 xX*+1 C+xP+1
1 X +x+1l 1 X3 x* +x 0

x* + X x° + x? X3
= x2+x2+1 X2 +x+1 X+ xP+x+1
X+l  x*+x3+1 1

Ayrica, A kisisi genel anahtar
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0 X 0 x* + X X+ X2 X
XX+ +X+L X2 +1 x+1 1[,|x¥*+x*+1 x*+x+1 X +x2+x+1
X x> 0 x*+1 x*+x3+1 1
ve gizli anahtar1
0 0 1]|/0 1 x
1 x 0f,|x x* 11,2
0 1 x||[1 0 x

olarak iiretir. BOylece, B kisisi asagidaki adimlar1 izleyerek A kisisin genel anahtarimi kullanip

sifreleme anahtarini olusturur:

1 x O
1. B kisisi t=3 ve GF(2%) Galois cismi iizerinde R3(X)=|0 1 x|,
X 1

X2

X X 1

Ro(x)=| 1 0 x*|, olmak iizere N(X):(

x> x*+1 0

Ry(x)  &(x)

enellestirilmis
0 mi(x)} ¢

Padovan polinom blok matrisi seger. B kisisi t=3, m,=3, m,=5, r= 2 ve m=8

sectiginden dolay1, K (X) anahtar elemanini su sekilde hesaplar:

KO (x) = Zzl(sng(x))“ K(0) (RE(0)’ (Mod X+ + X+ x+1)

= RS (X)(X) + R () (X)R(X) + £ ()R (x) (mod X2+ %X+ X + X +1)

x3 x*+x3 0
=X+ +x*+1 X*+x*+x3+x+1 x¥*+1
X% + X x° +x3 x?
x* +x X+ xt+x3+x X° 4+ x* +x
+ X3+ x2+1 X+ x%+1 X+ X3+ X% +1

XX XX+ XXX P+ X
X"+ x* X+ x4+ x+1 NG

+ XX+l XXX+ xP 4L XX+ x e+l

x° X"+ X X’
X"+ x3+x x3+1 X°+x* + X3+ x
= X+1 o+ x+1 X+ xt 3+ x2+1
XX +Xx X +xXe+x+xP+x X8+ x4+ x
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2. B Kkisisi sifreleme anahtarini

E, =(x® (x))(a) = ZZZ(SRi (x))z_j k@ (x) (SRf;(x))j (modx® +x° +x° +x+1)

j=0
=R5 ()@ () + R ) ()R () + £? (R (x) (mod X° + X° + X* + x+1)
x®+ %3+ x X+ x X X'+ %2+ x2
= X+ x X+ x+1 X X+ +x+1 X X+ + X
x* + X X' +x+1 X +x°
olarak hesaplar.

3. B Kkisisi son olarak k.siitunu E_'nin k.siitunundaki Sgelerin toplamma esit olan GF(2™)

Galois cismi tizerinde N boyutunda bir ¥ satir vektoriinii agsagidaki gibi olusturur:
\P:[x3+x2+x+1 x®+x* x7+x4+x3+x2+x]

Sonra, B kisisi yukaridaki verileri kullanarak agagidaki sifreleme yontemi

O, =QE, +¥(modP(x))

ile €2 agik metnini
S e | a m S
Q= XX+ X+, X+ X+ X+, X+ X+ X+ X+ X+, X+ X+ X3+ X2+, X+ X + x+1
Q Q,

asagidaki gibi sifreler:

8 5 3
T, = QE, +¥(mod x® +x° + x* + x+1)
:[x6+x4+x+1 X+ X+ x2+1 x6+x5+x3+x2]
Xe+x3+x X+ xt+x3 X"+ x3+x?
X+ x x4+ x+1 X+ +xC+x+1 X +x+x3+x
x* + X X +x+1 X"+ x3
+[x3+x2+x+l X8+ x4 x7+x4+x3+x2+x](modx8+x5+x3+x+1)

:[ S X+l X +x X+ x + X +x+1 x3+x2]
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8 5 3
T, =QE, +¥(modx® +x° +x* +x+1)
:[x6+x5+1 X+ +x3+1 x6+x4+x+1]
X%+ x3 +x X8+ x°+x*+ X8 X"+ X3+ x?
I+ X + X2+ x+1 X +X°+ X +x+1 X +x +x3+x
X* + X X +x+1 X"+ x3
+[x3+x2+x+1 x® + x* x7+x4+x3+x2+x](modx8+x5+x3+x+1)

=[x7+x6+x4+x2+x X"+ x°+ X x7+x5+x3+x]

Boylece, B kisisi

K a FF N ¢ NBSP
—— ——
U= X+ X+ x4+, X + X+ X+ X+ +x+1, 3+ X + X+ X +1L, X + X+ X, X +Xx°
Ul UZ

ve k@ (X) anahtar elemanini A kisisine gonderir. A kisisi (K(S) (x), U) verisini kullanarak acik metni

kurtarmak i¢in agagidaki prosediirleri yiiriitiir:

1. Oncelikle A kisisi ®(X) kullanarak E, sifreleme anahtarini asagidaki gibi hesaplar:

2 < i -
E =(xP(0))" =Y (%2(0)  «®(x)(%(x)) (mod P(x))
i=0
= R () (%) + &2 ()95 (x) (Mod X° +X° + x* + x+1)
X8+ x3 +x X+ X+ x4+ X3 X"+ x3 + x?
=0+ x XX+l XX+ x+l X +xr+x3+x
x*+x X +x+1 X +x°

2. Sonra sifreli metni ¢ézmek i¢in E_ sifreleme anahtarinin tersini asagidaki gibi hesaplar:

X+ x3 X"+ X8+ x>+ x2+1 X'+ X2+ x+1
A
D, =(E,) =| X +xX*+x*+x X°+ X + X X" +Xx°+X

K

X+ +x XT+X+ X+ X3 +x°+1 X+ X+ x +x2+x

Boylece A kisisi asagidaki sifre ¢6zme yontemini
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Q, =(0, —¥)D, (mod P(x))

kullanarak O sifreli metnini

K 0]

FF N ¢ NBSP
—— ——
U= X+ X+ x4+, X + X+ X+ X+ +x+1, 3+ X + X+ x* +1L, X + X+ X, X +Xx°
Ul UZ
asagidaki sekilde ¢oziimler:
Ql=((51—‘P)Dk(modx8+x5+x3+x+1)
:[x6+x2 X"+ X+ 3+ x+1 x7+x4}
x* 4+ x3 X"+ x5+ x5+ x2+1 X"+ x2+x+1
X+ x5+ X%+ x X2+ X%+ X X"+ %%+ X (modx8+x5+x3+x+1)
X+ +x XX+ X+ +x2+1 X+ X +x +x%+x

:[x6+x4+x+1 Xe+ x>+ x2+1 x6+x5+x3+x2]

Q, =(0,-¥)D, (modx* +X° + x* + x+1)

=X X+ X3+ X+ +Xx XX +X:|

X"+ X%+ X2+ X X% 4+ X3+ X X"+ X° +X (modx8+x5+x3+x+1)

X+ 3+ x X +X e+ X+ +x2+1 X+ X+ x + X2+ X
6

{ x* +x3 X"+ X8+ X+ x%+1 X" +x*+x+1

+x°+1 XP+x+x3+x%+1 xP+x +x+1]

4.10.3. Genellestirilmis Padovan Polinom Blok Matris Kripto Sistemi Analizi

Onerilen sifreleme sisteminin giivenilirlik giici, gdndericinin (ianl(X),fR:z (X),S) gizli

anahtar1 ve alicinin (iR,T%X),San“ (X),t) gizli anahtarin1 olusturmak igin gereken hesaplama giicii

tarafindan belirlenir. Sifreleme anahtarimizin formiilii

E, =(x"(0)" = i(mgﬁ ) KO (R=(x)) (mod P(x))

i=0
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dir. Alici, (K(t)(X),U) verisini giivenli olmayan bir kanal araciligiyla gondericiye iletir. Bu nedenle,
diismanin (K(t)(x),ﬁ) verisini yakalayabilecegi varsayilmaktadir. Ancak (K(t)(X),U) veri

ogrendikten sonra, diismanin (K(t)(x))(S) sifreleme anahtarini hesaplamak igin K™ (X) ve R 2(x)
genellestirilmis Padovan polinom matrislerine ihtiyaci vardir. Sifreleme anahtarinin kurtarilmas,
biiyiik dereceli indirgenemez polinomlar kullanilarak olugturulan R;*(X) ve R[?(X) matrislerinin
hesaplanmasina baglidir. Bu da neredeyse imkansizdir.

Anahtar uzayi, belirtilen parametrelere bagh olarak SL_ (GF( pm)) matris teorisinde, P nin

bir asal say1 oldugu sonlu cisim GF(p™) iizerinde nxn mertebesine sahip tersinir matrisler

kiimesini belirtir. Sonug olarak, SL, (GF ( pm)) nin boyutu

—p" M) (p™ = p" ™) (p™ = p")(P™ 1)
p" -1

sL, GF(pmp| = -

dir. Anahtar uzayimizin giiciinii analiz etmek igin Special Linear group temel alan sonlu cisim

GF(p™) iizerinde anahtar uzayin boyutunun ilk birkag sonucu asagidaki tablolarda verilmektedir:

p=2 igin
Tablo 4.6. p =2 igin anahtar uzay boyutunun ilk birkag terimi
M | [sL(GF(2))| |SL.(GF(2))|
1 168 20160
2 | 60480 987033600
3 2032128 34558531338240
4 | 4277145600 1148120010326016000
5 |1098404364288 37740850586690833612800
p =3 i¢in

Tablo 4.7. p =3 i¢gin anahtar uzay boyutunun ilk birkag terimi

M | |GLy(GF (3M)| |GL, (GF (3M)|

1 5616 12130560

2 42456960 203039372390400

3 282027786768 2950104711500722863360

4 1852734273062400 42384616454422610616987648000

5 12157458720650573616 608256444097010209814764297053292800
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Yukaridaki tablolardan p™ biiyiidiikge kritik uzaym biiyiime oranimn oldukga yiiksek oldugu

goriilebilir. Sonug olarak, anahtar matrisinin boyutu N dogal sayis1 M ile uyumlu bir sekilde artmasi
durumunda, genellestirilmis Padovan polinom matrisleri kullanilarak elde edilen gok biiyiik bir anahtar

uzay1 {irettigi sonucuna varilmaktadir.

97



Orhan DISKAYA, Doktora Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2023

5. SONUCLAR VE ONERILER

Matematikte say1 dizileri bir¢ok uygulama alanina sahiptir. Bu dizilerden biri {giincii

mertebeden yineleme bagintisina sahip Padovan say1 dizisidir. Bu tezde, Padovan say1 dizisinin yeni

genellemeleri ve uygulamalari arastirilmis ve asagidaki sonuglara ulasiimistir:

5.1. Sonuglar

10.

Padovan say1 dizisinin karakteristik denkleminin reel kokii plastik sabiti vermektedir. Plastik
sabitin ¢esitli uygulama alanlar aragtirilmis ve birgok sonuca varilmistir.

Genellestirilmis Padovan polinom dizisinin tanimi verilmis ve bu dizinin 6zel durumlardan
bazilar1 olan Tridovan, Quadrovan ve Tetradovan polinom dizileri elde edilmis ve bu dizilerin
karakteristik denklemlerinin koklerine bagli genel ¢oziimleri, iirete¢ fonksiyonlari ve cesitli
ozdesliklerine bakilmistir. Ayrica, genellestirilmis Padovan polinom matrisi ve tersi
incelenmistir.

Padovan toplam formiiliinden yola ¢ikilarak agirlikli Padovan toplamlari i¢in formiiller elde
edilmistir.

Karakteristik denklemi, Fibonacci ve Padovan sayilarinin karakteristik denklemlerinin ¢arpimi
seklinde olan beginci mertebeden besli Fibonacci-Padovan say1 dizisi tanimlanmig ve bazi
Ozdeslikleri verilmistir.

Bi-periyodik Fibonacci say1 dizisinden yola c¢ikilarak bi-periyodik Padovan sayi dizisi
tanimlanmig ve birkag 6zdesligine bakilmstir.

Titresimli Padovan sayi dizileri ve genellestirilmis titresimli Padovan say1 dizileri tanimlanmig
ve tablolar tizerinde ilk birkag terimi incelenmistir. Ayrica gesitli 6zdeslikler elde edilmistir.
Satir ve siitun iligkisi ile kurulu bir simetrik Padovan say1 dizisi tanimlanmis ve cesitli
0zdeslikler verilmistir.

Padovan sayilar1 kullanilarak belirli kurullar dogrultusunda Pascal {iggenine benzer yeni bir
iicgen olusturulmus ve Padovan {iggeni dizisi olarak adlandirilan yeni diziler tanimlanmustir.
Ayrica, dizinin genel ¢6ziimii, iirete¢ fonksiyonlari ve bazi 6zdeslikleri incelenmistir.
Bernoulli sayilari, polinomlart ve iistel iirete¢ fonksiyonlarin tanimlari ve bazi 6zellikleri
verilmistir. Bernoulli P-sayilar1 ve polinomlari, Bernoulli-Padovan sayilar1 ve polinomlari,
Pado-Bernoulli matrisi tanimlanmis ve bazi 6zdeslikler kanitlanmigtir.

Genellestirilmis Padovan polinom matrislerini kullanilarak genellestirilmis Padovan blok
polinom matrisleri tanimlanmis ve bazi ozellikleri incelenmistir. Anahtar degisimi i¢in bir
anahtar anlagma yontemi ile bir agik anahtar kriptografisi Onerilmis ve sistemin giivenirligi

analiz edilmistir.
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5.2. Oneriler

Bu calismada, Padovan sayi dizisi i¢in elde edilen bulgularin ¢esitli genellemeleri ve

uygulamalar1 i¢in baz1 6neriler agagida verilmektedir:

1.
2.

10.

Altin oran i¢in elde edilen sonugclar, plastik sabit i¢in de benzer sekilde incelenebilir.
Genellestirilmis Padovan polinom dizisinin kompleks, kuaterniyon ve spinor gibi gesitli
konular ile iligkisi kurulabilir.

Padovan toplam formiilleri kullanilarak gesitli toplam formdilleri tiiretilebilir.

Besli Fibonacci-Padovan say1 dizisinin genellestirilmesi yapilabilir ve bu genellestirmenin
cesitli 6zdeslikleri incelenebilir.

Bi-periyodik Padovan say1 dizisinin matris dizisi tanimlanabilir ve bi-periyodik Padovan
matris dizisinin ¢esitli 6zdeslikleri arastirilabilir.

Simetrik Padovan say1 dizisinin birgok genellemesi olusturulabilir.

Titresimli Padovan say1 dizisinin ¢esitli konularla iliskisi kurulabilir.

Padovan iiggen dizileri ve birgok 6zelligi genellestirilebilir. Padovan {iggeni i¢inde gomiilii
Ozdegerlerin, oOzvektorlerin, karakteristik polinomlarin, determinantlarin ve simetrik
olmayan matrislerin normunun davranisi arastirilabilir.

Bernoulli P-polinomlari, Euler Padovan sayilari, Euler-Padovan polinomlart ve Bernoulli-
Padovan sayilari i¢in harmonik tabanli P-iistel {irete¢ fonksiyon elde edilebilir ve bunlarin
harmonik Padovan sayilar1 ve polinomlart ile iligkileri gosterilebilir.

Birgok 6zel say1 dizisinin matrisleri kullanilarak blok polinom matrisleri tanimlanabilir ve
baz1 6zellikleri incelenebilir. Yeni bir kripto sistem Onerilebilir ve sistemin giivenirligi

analiz edilebilir.
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EKLER

Ek 1: ASCII Tablosu

DEC [HEX |[Binary Symbol DEC [HEX |Bmary Symbol DEC [HEX |Binary Symbol
0 00 |00000000 [NUL 85 [55 (01010101 |U 170 |AA |10101010 P
1 01 00000001 |SOH 86 |56 01010110 |V 171 |AB (10101011 |«
2 02 [00000010 [STX 87 |57 |o1010111 |W 172 |AC |10101100 [~
3 03 |00000011 [ETX 88 |58 |01011000 X 173 |AD |10101101 [SHY
4 04 00000100 |[EOT 89 |59 01011001 |Y 174 |AE (10101110 |®
5 05 00000101 [ENQ 90 |SA (01011010 |Z 175 |[AF |10101111 [
6 06 [00000110 |ACK 91 |5SB [01011011 |[ 176 |BO |10110000 [°
7 07 [00000111 [BEL 92 [5C [01011100 |\ 177 |[B1 [10110001 K
8 08 00001000 |BS 93 |SD |01011101 (] 178 |[B2 [10110010 |
9 09 00001001 [HT 94 |SE 01011110 |* 179 |B3 |10110011 P
10 |[0A (00001010 [LF 95 |SF 01011111 |_ 180 |[B4 (10110100

11 (0B 00001011 |[VT 96 |60 01100000 | 181 [B5 |10110101 |u
12 |0oC |00001100 [FF 97 |61 01100001 |a 182 |B6 (10110110 T
13 |0D |00001101 [CR 98 [62 (01100010 |b 183 |B7 |10110111

14 |0E 00001110 |SO 99 |63 01100011 |c 184 |B8 |10111000 |,
15 |OF 00001111 |SI 100 |64 01100100 |d 185 |[B9 (10111001 |*
16 |10 |00010000 [DLE 101 [65 [01100101 |e 186 |BA [10111010 P
17 |11 00010001 [DC1 102 [66 (01100110 |f 187 |BB |10111011 |[»
18 |12 00010010 [DC2 103 |67 01100111 |g 188 [BC (10111100 |[*%
19 |13 |00010011 [DC3 104 [68 (01101000 |h 189 |BD |10111101 [*
20 |14 |00010100 |DC4 105 [69 [01101001 |1 190 |BE |10111110 P4
21 15 00010101 [NAK 106 |6A |01101010 | 191 [BF (10111111 |
22 |16 00010110 |SYN 107 |6B 01101011 |k 192 [CO [11000000 |A
23 |17 |00010111 [ETB 108 |6C |01101100 (1 193 |C1 [11000001 |A
24 |18 00011000 |CAN 109 |6D 01101101 |m 194 [C2 [11000010 |A
25 |19 00011001 |[EM 110 |6E 01101110 |n 195 [C3 [11000011 |A
26 [1A 00011010 [SUB 111 [6F |01101111 |o 196 [C4 [11000100 [A
27 [1B |00011011 [ESC 112 (70 |01110000 |p 197 |[c5 [11000101 |A
28 [1C 00011100 [FS 113 (71 |01110001 |q 198 [C6 [11000110 [E
29 [ID 00011101 |GS 114 (72 |01110010 |r 199 [C7 |11000111 |C
30 |IE [00011110 |RS 115 (73 |01110011 |s 200 [C8 [11001000 [E
31 |[IF 00011111 [US 116 (74 01110100 |t 201 |CS [11001001 [E
32 |20 |00100000 |SP 117 (75 01110101 |u 202 [CA [11001010 [E
33 |21 |00100001 |[! 118 [76 |01110110 |v 203 |CB [11001011 [E
34 |22 |00100010 |" 119 (77 01110111 |w 204 |CC [11001100 |I
35 [23 [00100011 [# 120 (78 |01111000 [x 205 |CD [11001101 |f
36 |24 00100100 |$ 121 (79 01111001 |y 206 [CE |[11001110 |
37 |25 [00100101 |% 122 |7A |01111010 |z 207 |CF [11001111 |T
38 [26 |00100110 |& 123 7B (01111011 [{ 208 [DO |11010000 (B
39 |27 [00100111 | 124 |7C |01111100 || 209 (D1 [11010001 [N
40 |28 00101000 |( 125 |7D [01111101 [} 210 |D2 [11010010 |O
41 |29 |00101001 |) 126 [7JE |01111110 |~ 211 |D3 [11010011 |O
42 |2A  |00101010 |* 127 [7F 01111111 |DEL 212 [D4 [11010100 [
43 [2B |00101011 |+ 128 (80 |10000000 |€ 213 [D5 [11010101 |O
44 [2C 00101100 |, 129 (81 10000001 214 [D6 [11010110 [O
45 [2D |00101101 |- 130 (82 |10000010 |, 215 [D7 |11010111 (=
46 [2E |00101110 |. 131 (83 10000011 |f 216 [D8 |11011000 (@
47 |2F |00101111 |/ 132 (84 10000100 |. 217 |D9 |11011001 [U
48 [30 |00110000 |0 133 (85 10000101 |... 218 [DA [11011010 |U
49 |31 [00110001 |1 134 |86 [10000110 |f 219 DB [11011011 [U
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50 |32 00110010 |2 135 [87 10000111 | 220 |DC (11011100 (U
51 33 00110011 |3 136 (88 10001000 | 221 (DD |11011101 [Y
52 |34 00110100 |4 137 |89 10001001 |%o 222 [DE |11011110 [P
53 |35 00110101 |5 138 [BA 10001010 |S 223 |IDF |[11011111 [B
54 |36 00110110 |6 139 |8B 10001011 |« 224 [EO |11100000 |a
55 |37 00110111 |7 140 |8C 10001100 |CE 225 |El1 11100001 |4
56 |38 00111000 |8 141 [8D 10001101 226 (E2 (11100010 |a
57 |39 00111001 |9 142 [8E 10001110 |Z 227 |[E3 (11100011 [a
58 |3A [00111010 |: 143 |8F 10001111 228 |[E4 |11100100 |a
59 |3B 00111011 |: 144 |90 10010000 229 |[ES (11100101 |3
60 |3C 00111100 |= 145 [91 10010001 230 [E6 (11100110 |=
61 3D 00111101 = 146 [92 10010010 231 |E7 |11100111 [¢
62 |3E 00111110 |= 147 [93 10010011 232 |[E8 (11101000 |e
63 |3F 00111111 |? 148 |94 10010100 233 |E9 |11101001 (&
64 |40 01000000 @ 149 |95 10010101 |- 234 ([EA (11101010 |é
65 |41 01000001 (A 150 |96 10010110 |- 235 |[EB |[11101011 [&
66 |42 01000010 |B 151 |97 10010111 |— 236 |[EC (11101100 |i
67 |43 01000011 |C 152 |98 10011000 | 237 [ED (11101101 (i
68 |44 01000100 [D 153 |99 10011001 |™ 238 [EE (11101110 i
69 |45 01000101 [E 154 DA 10011010 |5 239 |[EF |[11101111 [¢
70 |46 01000110 |F 155 9B 10011011 |» 240 |FO (11110000 (3
71 |47 01000111 |G 156 [9C 10011100 |oe 241 |F1 11110001 |
72 |48 01001000 [H 157 [9D 10011101 242 |F2 11110010 |o
73 |49 01001001 I 158 [9E 10011110 |z 243 |F3 11110011 |o
74 |4A 01001010 \J 159 [9F 10011111 |Y 244 |F4 (11110100 (6
75 |4B 01001011 |K 160 [AO 10100000 |[NBSP 245 |EF5S 11110101 5
76 |4C 01001100 |L 161 (A1l 10100001 |; 246 |F6 (11110110 (6
77 |4D 01001101 M 162 (A2 10100010 |¢ 247 [F7 (11110111 |+
78 J|4E 01001110 [N 163 |A3 10100011 |£ 248 [F8 (11111000 |o
79 |4F 01001111 |O 164 |A4 10100100 |= 249 |F9 11111001 [
80 |50 01010000 |P 165 [AS 10100101 ¥ 250 [FA (11111010 fa
81 51 01010001 |Q 166 (A6 10100110 | 251 |[FB (11111011 [
82 |52 01010010 |R 167 (A7 10100111 |§ 252 [FC (11111100 |&
83 |53 01010011 |S 168 |A8 10101000 | 253 [FD |11111101 [y
84 |54 01010100 |T 169 (A9 10101001 |© 254 [FE |11111110 b
255 |[FF (11111111 ¥
Ek 2:
m | Baz indirgenemez Polinomlar
1 x+1 x
2 X +x+1
3 X+x+l X +x*+1
4 PP x4+l P+ Hx+1
5 X+t + 2L P+t P x+ L PP x4+l P X X+ x+L
X4+ +L ¥ +x7+1
6 A+t L+ 8+ P H L P X P L % H x+)
Bt + P +x+ 1 P+ X xS+ P H L+ P 1L 4L
7 XX+ + 23+ L X+ P+ P L X+ 0+ L X+ R+
XA+ 22+ X+ P Hx+L X+ X+ x4+l X X+ +x+1
X+ +x+x+L X+ 4L X x5 L X +x+1
8 | P+t +x+l P+l rx+l P+ x4+l 0 x4l
EHx +x x4+l B+ x +x5 x4l P+ 2+ L P+ 2+
¥+ + 2+l 2+ x + 5 + 2724+, F+x5+ P+ 2+, A+ P+ P+
B+ + 25+, P+ + X+ P+ 5+ L A+ L
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